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RESUMEN
PROGRAMACION LINEAL ESTOCASTICA:
TECNICA DE PROGRAMACION CON RESTRICCIONES ALEATORIAS
POR:
WILLIAM RiOS ORTIZ
Maestria Profesional en Estadistica Aplicada
Secretaria de Investigacion
Facultad de Zootecnia y Ecologia
Universidad Autbnoma de Chihuahua
Director Dr. José Antonio Diaz Garcia
La teoria estadistica juega un papel fundamental en una gran variedad de
areas del conocimiento, tanto en el analisis de problemas teéricos, como en la
toma de decisiones dentro de las ciencias experimentales. En particular, su
aplicacion en la formulacion de modelos bajo ciertas condiciones de
incertidumbre se ha extendido a problemas de programacién matematica, dando
lugar al desarrollo de una nueva area dentro este campo y de la investigacion de
operaciones, conocida como programacién estocastica. Dentro de este enfoque,
la incertidumbre se manifiesta con frecuencia en problemas de programacion
lineal, lo que ha originado una subarea especifica conocida como programacion
lineal estocastica. Uno de los enfoques desarrollados bajo la teoria estadistica en
la solucion de estos problemas de programacioén lineal estocastica es conocida
como técnica de programacién con restricciones aleatorias. En esta tesina
se presenta en detalle dicha técnica desarrollada para los cuatro casos de

problemas clasicos de programacion lineal estocastica. Todos estos casos son
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ejemplificados a través de problemas de programacién practicos y sus
correspondientes soluciones numéricas se obtuvieron usando un programa

comercial de optimizacion.



ABSTRACT
STOCHASTIC LINEAR PROGRAMMING
CHANCE CONSTRAINED PROGRAMMING TECHNIQUE
BY:
WILLIAM RiOS ORTIZ
Statistical theory plays a fundamental role in a wide range of areas of
knowledge, both in the analysis of theoretical problems and in decision-making
within the experimental sciences. In particular, its application in the formulation of
models under certain conditions of uncertainty has extended to mathematical
programming problems, leading to the development of a new area within this field
and operations research, known as stochastic programming. Within this
framework, uncertainty frequently arises in linear programming problems, giving
rise to a specialized subarea known as stochastic linear programming. One of the
approaches developed under this perspective to address stochastic linear
programming problems is known as the chance-constrained programming
technique. This thesis presents a detailed study of this technique, applied to the
four classical cases of stochastic linear programming problems. Each of these
cases is illustrated through practical programming problems, and their
corresponding numerical solutions were obtained using the commercial

optimization software.
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INTRODUCCION

Los métodos de programacion estocastica (también denominada
optimizaciéon probabilistica, optimizacién estadistica, optimizacién bajo
incertidumbre u optimizaciéon bajo riesgo o alternativamente sustituyendo
optimizaciéon por programacion), son técnicas que permiten optimizar
(maximizar o minimizar) funciones objetivo que describen el comportamiento de
ciertos problemas bajo condiciones de incertidumbre. En los ultimos afos estas
técnicas se han empleado en el modelado y solucion de problemas de
programaciéon en diversos campos del conocimiento como en la ingenieria, los
negocios, la informatica y en la estadistica como herramientas esenciales. Los
expertos del area han logrado un numero significativo de desarrollos teéricos y
algoritmicos, cuyos resultados aparecen descritos en detalle en los libros de texto
clasicos de Birge y Louveaux (2011) y Shapiro et al. (2014). Con los crecientes
avances tanto tedricos, algoritmicos y computacionales, la programacion
estocastica se ha aplicado cada vez mas a un extenso espectro de problemas
particulares de gran interés, como son la planificacién financiera, la generacién
de electricidad, la gestion de la cadena de suministro, la mitigacion del cambio
climatico y el control de la contaminacion, entre muchos otros.

El origen de la programacion estocastica se remonta a la década de 1950
cuando George B. Dantzig, reconocido como el padre del algoritmo simplex para
programacién lineal, escribié el articulo seminal “Programacién lineal bajo
incertidumbre” (del inglés, “Linear programming under uncertainty”, Dantzig
1955). En este articulo precursor, Dantzig describié una de las bases para

desarrollar el procedimiento del modelado de la programacién estocastica como
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“‘incluir el caso de demandas inciertas para el problema de la asignacién optima
de una flota de transportistas a rutas de aerolineas para satisfacer una
distribucion de demanda anticipada”. Otro articulo fundamental sobre
programacién estocastica se puede encontrar en Beale (1955). En lo sucesivo,
la programacion estocastica se convirtio en un campo importante de investigacion
para los expertos de la programacion matematica y la investigacion de
operaciones. Las condiciones de incertidumbre se presentan en el modelado de
una gran variedad de sistemas, esto es en la propia especificacion del sistema
en estudio o como perturbaciones. Ejemplos de caracteristicas de interés a ser
modeladas a través de un problema de programacién estocastica se pueden
citar: la demanda eléctrica de una red, el flujo de agua en un sistema de riego, la
cantidad de personas que ocupan una habitacion en un hotel, entre otros
ejemplos. En concreto, la programacion estocastica busca generar una solucion
a un problema de programacion matematica donde las variables de decision o
los parametros de forma del modelo son variables aleatorias.

En general en un problema de programacién matematica y en particular
de programacién estocastica se deben considerar los siguientes elementos en el
problema planteado:
¢ Una serie de decisiones que hay que tomar; representadas en el problema de
programacion estocastica a través de las variables de decision.

e Una serie de condiciones bajo las cuales hay que determinar la solucion factible;

condiciones modeladas a través de una serie de restricciones.



e Un criterio a optimizar; representado en el problema de programacion
estocastica a través de la funcion objetivo.

Una solucién al problema de programacion estocastica se dice factible
cuando satisface todas las restricciones, pero cuando las restricciones son
modeladas bajo incertidumbre, no se puede considerar estrictamente la
factibilidad, en su defecto se habla de la probabilidad de que una solucion
determinada sea factible. La funcion objetivo se puede establecer como su
esperanza o su valor esperado. Una forma de abordar este problema es reducir
el riesgo en la toma de decision considerando el peor escenario, pero tomando
en cuenta que bajo este peor escenario la decisién tomada es muy conservadora;
afortunadamente con los avances en los algoritmos y métodos computacionales
se pueden explorar a la vez, diferentes soluciones factibles bajo distintos
escenarios de incertidumbre, logrando asi obtener una solucion robusta sin
sacrificar el rendimiento de la solucion.

En particular, las técnicas de programacion estocastica tienen una amplia
variedad de aplicaciones en problemas estadisticos. Muchos problemas de
optimizacién, especialmente dentro del contexto de la teoria estadistica, han sido
resueltos de manera inapropiada al tratarse como problemas de optimizacion
deterministica, cuando en realidad su naturaleza es de caracter probabilistico o
estocastico. Prékopa (1978, 1995) ha estudiado varios de estos problemas y los
ha replanteado y resuelto como problemas de optimizacién estocastica. En
particular, Diaz-Garcia et al. (2005) y Hejazi et al. (2012) abordan el problema de
la optimizacion de superficies de respuesta como un problema de optimizacion

estocastica en los casos wunivariado y multivariado, respectivamente.
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Similarmente, Diaz-Garcia y Garay-Tapia (2007) proponen soluciones al
problema de la asignacion 6ptima en el muestreo estratificado univariado a través
de técnicas de optimizacion estocastica, Diaz-Garcia y Ulloa (2008) y Diaz-
Garcia y Ramos-Quiroga (2012, 2014) estudian el problema de asignacién
optima en el muestreo estratificado multivariado empleando diferentes técnicas
de la programacion estocastica multiobjetivo.

Esta memoria presenta un estudio detallado de la técnica de
programacion estocastica con restricciones aleatorias (del inglés “Chance
contrained programming technique”) desarrollada por Charnes y Cooper (1959 y
1963). Cada posible caso de esta técnica se describe resolviendo un problema
con fines didacticos obteniendo su solucion numérica a través del programa de

optimizacion computacional LINGO (2019).



PRELIMINARES

En este capitulo se hace una recopilacion de los elementos matematicos
y estadisticos basicos para el desarrollo de la presente tesina (Muirhead, 2005).
En particular, se resume la notacion a ser utilizada, definicion y propiedades
basicas de la distribucidon normal multivariada y finalmente una breve descripcion
sobre la programacion lineal deterministica.
Notacién

Las matrices seran denotadas por letras mayusculas en negritas
AB,.. Y ZX%0,..., si Aes una matriz con m filas y n columnas este hecho se
escribird como A € R™™", En particular siA € R™!, A define un vectory seran
denotados por letras minusculas negritas, a, b, ...y, z. El ij —ésimo elemento de

A € R™", sera denotado como q;; € R, donde i define la filay j la columna. En
general las matrices se denotaran en términos de sus elementos q;;, columnas
a

; € R™ ofilas a; € R, esto es:

Sea A € R™", entonces:

ai1 Aagz A1n
_| Q21 QG An | _
A= : = (aij)’
Am1 Am2 Amn
1A
a
a’ 2
A= (ayay,..,a,) = @, a;cR™ y a;eR™.

a' (m)
(1.1)

Aqui a; denota la transpuesta de a;, esto es si A € R™", entonces A’ € R™™

se obtiene intercambiando las filas por columnas o viceversa en la matriz A y



define la transpuesta de una matriz. Si A es una matriz cuadrada (m = n), es
decir, A € R*™"y si A = A’ se dice que A es una matriz simétrica. Por otro lado
siA=A"eR*™yx'Ax > 0paratodox # 0,x € R", sedice que 4 es una matriz
definida positiva, denotando A > 0, donde 0 = (0) € R™" denota una matriz con
sélo 0 (ceros) en todos sus elementos. Sea D € R™™ matriz tal que d;; = 0 para
todo i#j,i,j =12, ..,m Desllamada matriz diagonal y se denotara como:
D =diag(dy1,dyz, .., di) = diag(dyds, ..., dm) = diag(d)).
(1.2)

En particular sid;; =1 paratodoi =1,2,... ,m, D es denotadacomo I =1,Yyes
llamada matriz identidad.

Sea A € R™", su determinante se denotara como |A4|. Si |A| # 0 se dice
que A es una matriz no singular o en su defecto se dice que A es una matriz
singular. Si A € R™" es una matriz no singular, A=! € R™", denota el inverso
deAestoes, AA1=A4A"14=1,.

Distribucion Normal Multivariada y Distribuciones Relacionadas

En esta seccidn se presenta un breve resumen sobre la distribucién normal
multivariada. Pero antes se presentara un resumen sobre los momentos de un
vector aleatorio (Muirhead, 2005).

Sea x € R™ un vector aleatorio (i.e. x; es una variable aleatoria,i =
1,2, ...,m) su media, esperanza o valor medio se define como:

E(xq)
E(x) = E(xz)

E(xm)

(1. 3)



Mas aun, es facil ver que si A € R%*™ y b € R®, son una matriz y un vector de
constantes, respectivamente, entonces:
E(Ax+b) = AE(x)+ b.
(1.4)

Si x € R™ tiene esperanza E(x) = u € R™, la matriz de covarianzas
(también llamada matriz de varianzas-covarianzas) del vector aleatorio x se
define como la matriz simétrica £ € R™™ tal que:

Y=Cov(x)=E(x—w)(x—pn).

El ij-ésimo elemento de la matriz de covarianzas X = (ai]-), i,j = 1,2,...,m,es:

Oii = {E[(xi — ) (g — )] i#j
/ E[(x; — )%l i=.

(1.6)

Para fines del presente trabajo, se asumira que ¥ > 0, es decir X es una
matriz definida positiva.
Definicion 1.1. Si x € R™ es un vector aleatorio, se dice que tiene una
distribucién normal multivariada si para todo @ € R™ constante, se tiene que a’x
tiene una distribucion normal univariada.
Recuerde que:
Definicién 1.2. Se dice que X € R variable aleatoria, sigue una distribucion
normal univariada de media © € R y varianza o2 > 0, denotando X ~ N (u, 62),

si su densidad admite la expresion:

(1.7)



Ademas, observe que si X = u + oZ, la distribucion de Z es llamada distribucion
normal estandar (o tipificada). Mas aun, Z ~ N(0,1),estoes E(Z) =0y Var(Z) =

1y su densidad es:

fo(@) = e
zZ)=——e 27,
z V2m

(1.8)
Luego la funcién de distribucion de Z denotada como ®(z) se define como

1
PZ<D)=F@) =0 =7/ e ds.
(1.9)

Recuerde que, en general, la funcién de distribucion F(-) es una funcion
mondtona no decreciente, es decir si x < y, implica que F(x) < F(y).

Ademas, observe que si X ~N (u, 6?) entonces

P(XSx)=P(X;”sx;”>=cp(x;”)

(1. 10)

Similarmente,
Definiciéon 1.3. Se dice que x € R™ aleatorio tiene una distribucién normal m-
dimensionalcon E(x) = uy Cov(x) =X > 0, u € R™"yX € R™™ ¥ > 0, sisu
funcién de densidad es

_ 1 Lox—w)! 21 (x—
fr(x) = —(Zn)m/zlzll/ze S(x—p) (x-m)

(1.11)

Se denotara este hecho escribiendo x ~ V,,(u, X).

Observe que si X = diag(o;), i = 1,2,...,m, se tiene que



2
_lzm (xi_‘u'i)
27=1 gy

1
fx(x) - (27r)m/2 Hﬁl g

(1.12)

Teorema 1.1. Suponga x ~ V,,(u,X) yque A € R™ y b € R" entonces

Ax+ b~ N,(Au + b, AZA').
(1.13)

Teorema 1.2. Six,, x,,...,xy €s una muestra de vectores aleatorios tales que
xX;~Np(WXI),N>m, entonces los estimadores maximos verosimiles

insesgados de p y X son

(1. 14)

N
- 1 _ —\
£=S =mZ(xi—x)(xi—x) .
i=

(1. 15)
, ’ — 1 1
Mas aun, x ~ V;, (y,ﬁz) y S~W, (N — 1,EZ), donde W,,(p,X) denota una

distribucion Wishart m-dimensional con p grados de libertad y parametro X.
Programacion Lineal

La programacion lineal es uno de los métodos de la programacién
matematica cuyo objetivo es dar solucion a los problemas que consisten de una
funcidn objetivo y restricciones definidas a través de funciones lineales en
términos de las variables de decision. Dichas expresiones que describen las

restricciones en un problema de programacion lineal son establecidas como



igualdades o desigualdades. El método tradicionalmente empleado en la solucion
de problemas de programacion lineal es el método simplex (Grass, 2003 o

Venderbei, 2008).

Historia

La solucion de un sistema lineal de inecuaciones se origina, al menos, en
los trabajos de Joseph Fourier. Posteriormente, surge el método de eliminacion
de Fourier-Motzkin. El tipo de problema de optimizacion de programacion lineal
fue reconocido por primera vez en la década de 1930 por los economistas
mientras desarrollaban métodos para la asignacion 6ptima de recursos. Durante
la Segunda Guerra Mundial, la Fuerza Aérea de los Estados Unidos busco
procedimientos mas efectivos para asignar recursos y recurrié a la programacién
lineal. George B. Dantzig, miembro del grupo de la Fuerza Aérea, formulo el
problema general de programacion lineal y derivo el método simplex de solucién
en 1947. John Von Neumann, desarrollo la teoria de la dualidad en el mismo
afo. Posteriormente las contribuciones tedricas de Kuhny Tucker logran un gran
impacto en el desarrollo de la teoria de la dualidad en la programacion lineal. Un
destacado ingeniero y matematico ruso, Leonid Vitalievich Kantorovich, previo a
los trabajos de Dantzig, propuso en 1939 una teoria y el desarrollo de técnicas
para la asignacion optima de los recursos en el campo de la economia,
considerandolo por ello como uno de los fundadores de la programacion lineal,
obteniendo con ello el reconocimiento del premio Novel en economia en 1975.
Leonid Genrikhovich Khachiyan ganador del Premio Fulkerson en 1982, fue otro

matematico ruso quien en 1979 propuso el método del algoritmo del elipsoide,
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a partir del cual prob6 que el problema de la programacion lineal siempre puede
ser calculado en tiempo polinomial. Posteriormente, un matematico hinda,
Narendra Krishna Karmarkar, en 1984 cuando trabajaba para los Laboratorios
Bell, propone el método de Karmarkar, un nuevo método de punto interior que
permite resolver un problema de programacion lineal en tiempo polinomial.

La programacion lineal permite encontrar la solucion éptima de problemas
que tienen un gran namero de posibles soluciones factibles. Este es el caso del
problema de asignacién de 70 lugares de trabajo a 70 empleados, estudiado por
Dantzig. Como él lo sefiala, el niumero de posibles soluciones factibles a ser
analizadas es mayor al numero de particulas presentes en el universo,
jexactamente 70! (setenta factoriales). La programacion lineal a través del
método simplex es capaz de encontrar la solucién 6ptima en unos cuantos pasos
(Grass,2003 y Vanderbei, 2008). Véase el Cuadro 1 para una sintesis de los

datos presentados.
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Cuadro 1: Evolucion de la programacion lineal.

Ao Evento

1826 Joseph Fourier anticipa la programacion lineal. Carl Friedrich Gauss
resuelve ecuaciones lineales por eliminacion "gaussiana".

1902 Gyula Farkas concibe un método para resolver sistemas de
inecuaciones.

1947 George Dantzig publica el algoritmo simplex y
John von Neumann desarroll6 la teoria de Ila dualidad.
Se sabe que Leonid Kantordvich también formulé la teoria en forma
independiente.

1984 Narendra Karmarkar introduce el método del punto interior para resolver

problemas de programacion lineal.

Fuente: https://inveoperaciones.wordpress.com/2012/05/07/historia-de-la-programacion-lineal/
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Elementos en un Problema de Programacion Lineal

Un problema de programacion lineal considera los siguientes
componentes:
eVariables de decision: son las variables x = (x4, x5, ..., x,)" € R™ que deciden

la salida del problema de programacion lineal y representan la solucion final.
Funcién objetivo: generalmente representada por z(x), es la funcién lineal a ser
optimizada de acuerdo con la condicion dada para obtener la solucién final.
eRestricciones: limitaciones o restricciones descritas a través de funciones
lineales que las variables de decision deben de cumplir.

eRestricciones de no negatividad: en algunos escenarios del mundo real, las
variables de decision no pueden ser negativas.

Tipos de Problemas de Programacion Lineal:

El numero de aplicaciones de la programacion linea ha sido tan grande
que no seria posible describirlas. Solo algunas de las primeras aplicaciones son
mencionadas a continuacion:

1. Problemas de fabricacion.

La primera y mas fructifera aplicacion industrial de la programacion lineal
se ha realizado en las refinerias de petroleo. En general, una refineria puede
adquirir petroleo crudo de diversas fuentes, con distintas composiciones y
precios. Puede fabricar diferentes productos, como combustible de aviacion,
combustible de gasoleo y gasolina, en cantidades variables. Las limitaciones
pueden deberse a la cantidad de petréleo crudo disponible de una fuente

especifica, la capacidad de la refineria para producir un producto especifico, etc.
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Se busca una combinacién del petréleo crudo adquirido y los productos
manufacturados que genere la maxima rentabilidad.
2. Problemas de la industria del metal.

En la industria del hierro y el acero, la programacion lineal se utilizaba para
decidir los tipos de productos que se debian fabricar en sus trenes de laminacion
para maximizar las ganancias.
3.Problemas de la Industria metalargica.

Las industrias metallrgicas utilizan programacion lineal para la carga del taller y
para determinar la eleccion entre producir o comprar una pieza.
4. Problemas de transporte

En la industria de procesamiento de alimentos, se ha utilizado la
programacion lineal para determinar el plan de envio 6ptimo para la distribucion
de un producto particular desde las diferentes plantas de fabricacién a los
distintos almacenes.

Planteamiento General de un Problema de Programacion Lineal
El planteamiento general de un problema de programacion lineal es:

Optimizarz = ¢1xq + Cxp + -+ Xy
X

Sujeto a:
a11x1 + a12x2 + + alnxn S bl

az1Xq + aryXy + -+ AornXn < bz

Am1X1 + QpaXxy + o+ Ay < by
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Alternativamente

n
Optimizarz = Z CjX;j
j=1

X

Sujeto a:

n .
Zj=1ainj < bi, i =12,..,m.

O matricialmente como:
Optimizarz = ¢'x
x
Sujeto a:
Ax<b
x =0,
donde, z€ R", c ER",x€ R",b € R"y A eR™™yx > 0,denota x; =

0,j = 1,..,n, (Grass, 2003 y Vanderbei, 2008).
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PROGRAMACION LINEAL ESTOCASTICA

La programacion estocastica se ocupa de situaciones en las que
algunos o todos los parametros del problema de programacion matematica se
describen mediante variables aleatorias con distribuciones de probabilidad
conocidas en lugar de cantidades deterministas. El proposito de la
programacioén estocastica es encontrar el optimo de un problema de
programacioén bajo ciertos criterios elegidos por el experto en la toma decisiones
gue considere convenientemente la aleatoriedad de los parametros del problema.
Dado que diversas decisiones del mundo real toman en cuenta la aleatoriedad,
la programacion estocastica es una herramienta fundamental en una amplia
variedad de areas del conocimiento como las finanzas, el transporte, optimizacion
energeética, ingenieria, etc. (Stancu-Minasian, 1984; Uryasev y Pardalos, 2001,
Birge y Louveaux, 2011; Shapiro et al. 2014).

A diferencia de la programacion lineal clasica donde las variables de
decision son deterministicas y los parametros de forma se conocen con
veracidad, en la programacion lineal estocastica estas condiciones son atenuada,
esto es, no se conocen los valores, solo sus distribuciones probabilisticas o su
conjetura a cerca de ellas.

El caracter aleatorio en un problema de programacién lineal se puede
presentar por varias razones, a saber: los parametros del modelo son
desconocidos y en su defecto son reemplazados por estimaciones de los
mismos, las variables de decision por definicion son variables aleatorias, y
posibles errores en la cuantificacion de los parametros de forma, entre muchos

otros motivos.
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El nacimiento conocido de la programacion estocastica fue en 1955,
propuesta como una generalizacion de la programacion lineal con el objetivo de
dar solucién a problemas con un gran numero de variables y parametros, (Beale,
1955; Dantzig, 1955). Los métodos de descomposicion también conocidos como
programacién matematica a gran escala fueron introducidos con el propdésito de
resolver problemas de programacion de sistemas con estructuras especiales
(Benders, 1962; Datzing, 1963; Van Slyke y Wets, 1969; Ramos y Cerisela,
2005).

Aun cuando por mas de 60 afos los elementos basicos de la programacién
estocastica eran conocidos, no fue sino hasta después de los avances tedéricos
de la optimizacién y en las ciencias computacionales que devolvio el interés en
la programacion estocastica, permitiendo resolver problemas de gran tamanio.

Dentro del campo de la estadistica y la probabilidad, la optimizacién
estocastica se ha empleado desde hace tiempo como una herramienta clave para
la formulacién y resolucion de problema; importantes problemas en el contexto
de la estadistica matematica tales como lograr definir regiones de confianza,
regiones de tolerancia con aplicaciones en procesos estocasticos, muestreo
multivariado y problemas a cerca de pruebas de hipétesis, entre muchos otros,
fueron replanteados como problemas de programacién estocastica por Prékopa
(1978.

Formalmente, un problema de programacion matematica definido como:

mxin h (x, fO)

91(x,§) <0
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gZ(x’ EZ) <0

Im(X,&§m) < 0

donde h(-) es la funcién objetivo (comiunmente llamada funcion de costos en
otros contextos), g;(.), i = 1,...,m denotan las restricciones; x = (xy,...,x,)" €
R" (variables de decisién), y & € R*(parametros de forma), i =0,1,...,m.
Entonces si x y/o & son de caracter aleatorio al menos para algun i, este
problema define un problema de programacioén estocastica.

Esencialmente, existen dos enfoques para resolver un problema de
programacion estocastica. El primero de ellos consiste en extender los métodos
de la programacion matematica al caso estocastico. Algunos ejemplos de este
enfoque son: el método de la proyeccion del subgradiente del autor Naum Z.
Shor, la técnica de direcciones factibles concebida por Andrzej Piotr
Ruszczynski, el método de relajacion lagrangiana de Arthur Geoffrion y el
procedimiento min-max propuesto por Jitka DupacCova, por mencionar algunas
(Prékopa, 1995; Ramos y Cerisela, 2005; Birge y Louveaux, 2011; Shapiro et al.,
2014). ElI segundo enfoque, consiste de los métodos basados en ideas
estadisticas y probabilisticas que abordan el problema estocastico a través de su
planteamiento como un problema deterministico equivalente. Especificamente,
se dice que estos dos problemas son equivalentes en el sentido de que la
soluciéon del nuevo problema de programaciéon (lineal o no lineal)

deterministico es una solucién del problema de programacioén estocastico
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original. Algunos de los métodos que fueron desarrollados bajo esta vision son:
el E-Modelo, V-Modelo y P-Modelo (Charnes y Cooper, 1963; Prékopa, 1995;
Ramos y Cerisela, 2005, entre otros autores). Es obvio que este es un tema que
consta de un gran numero de técnicas de programacion, y seria muy complicado
intentar abordarlo la totalidad de los métodos. Una vez transformado el problema
de programacioén estocastica en un problema de programacion (lineal o no lineal)
deterministico, este puede ser resuelto mediante cualquiera de los métodos de
programacién matematica deterministica conocidos, tales como, programacion
lineal, geométrica, dinamica, no lineal, de enteros, etc.

El principal objetivo en el presente manuscrito sera estudiar el problema
de programacion lineal estocastica bajo el enfoque propuesto por Charnes y
Cooper (1959), llamado, técnica de programacion con restricciones
aleatorias (del inglés Chance Constrained Programming Techique).

En general, el problema de programacién con restricciones aleatorias a
resolver es de la forma:

mxin h(x, fO)

Sujeto a:

Plgi(x,§)<0]=1-qa, i=1..m

donde P(-) denota la probabilidad y @ € (0,1). Especificamente en nuestro caso
tanto la funcién h(-) como las restricciones g;(*), i =1,...,m, son funciones

lineales en x = (x4, ...,x,)' ER*yen & € R*, i = 1,...,m, respectivamente.
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La técnica de programacion con restricciones aleatorias es usada para
resolver problemas de programacion que involucran restricciones aleatorias, esto
es, restricciones que pueden ser violadas con cierta probabilidad. En particular,
en la programacion con restricciones aleatorias, el problema de programacion
lineal estocastico se define como:

minh(x) = c'x
X

(2.1)
sujeto a :
Plajix <b)=>1—-ay i=12,..,m
(2.2)
x; =0, j=12,..,n,
(2.3)

donde,c € R, x € R*,b € R",a;€ R*"ya; € (0,1),i =1,...m, con:

Fae — Fnn
cC X = ij]', ax = al-]-x]-,

1

J

n
=1 Jj

n
i = 1,..,m. Ademas, c;,a;;,b; son variables aleatorias y a; son probabilidades
especificadas. Observando que en (2.1), indica que la j-€sima restriccion:
a;x <b; i=12,...,m,

se tiene que satisfacer con una probabilidad de al menos 1 — a; donde a; € (0,1).
Con los fines del presente manuscrito se asumira que las variables de decision
x; son consideradas deterministicas.
Técnica de Programacion con Restricciones Aleatorias.

A continuacion, se estudiaran los casos especiales en donde sdlo ¢; o a;; 0 b;,

i = 12,....mj = 1,2,...,n, son variables aleatorias y finalmente se estudiara
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el caso general en el cual ¢j,a;;,b;, i = 1,2,...,m,j = 1,2,...,n, son todas
variables aleatorias. Para tal efecto se asumira que todas las variables aleatorias

sigues una distribucion normal, mas aun:

aj1
a; = | ~M(a,2,)  i=12..m.
Ajn
(2.4)
b,
_| b2 A
b= "2 |~N.(b ),
b
(2.5)
y
C1
Cy _
c = H ~ Nn(c' ZC)I
Cn
(2.6)
donde @;, Z,, son conocidas para todo i = 1,2, ..., m, igualmente, b,X, cyZ,
son también conocidas.
Caso l. a; € R" son aleatorios, i = 1,...,m. Defina:
d; = ajx, i=12,..,m.
(2.7)
Luego por (2.4):
d~ N (@, %' Eqx) = N (dVar(dy), i=12,..,m
(2.8)

De donde la restriccion (2.2) se puede escribir como:
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P(a;x Sbl) :P(dl Sb) = 1—al-, = 1,2,...,m,

(2.9)
esto es:
d; —d; b — d; .
P < >1—q;, i=12,..,m
\/Var(di) \/Var(di)
(2. 10)
Luego:
d; — d,
———~N(0,1), i=12..m,
VVar(d;)
(2. 11)
por lo tanto:
b, — d,
P(d;<b) = <;> i=1.2,..,m
VVar(d;)
(2. 12)

Donde, recuerde que ®(z) denota la funcién de distribucion de una funcién

normal estandar evaluada en z. Sea ¢; tal que:

d(g)=1—aq, i=12,..,m.
(2. 13)
Entonces (2.10) se puede escribir como:
b; — d; .
O ——|=2D(g), i=12,..,m,
Var(d;)
(2. 14)

y como consecuencia de la monotonia de ®(z), (2.14) es cierto si y sélo si
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(2. 15)

0 equivalentemente:

Ji + Eh/Var(di) - bi <0, i=12..m
(2. 16)

De donde por (2.7) y (2.8) se obtiene:

a;x+¢; /x’)'.‘aix —b;, <0, i=12,..,m

Estas son restricciones no lineales deterministicas equivalentes a las

(2.17)

restricciones lineales estocasticas (2.9). Por lo tanto, la solucion al problema de
programacion lineal estocastica definido por (2.1) - (2.3) se obtiene resolviendo
el problema de programacion no lineal deterministico equivalente, definido como

minh(x) = c'x
X

(2. 18)
Sujeto a :
a;x + ¢ fx’}.‘aix —b; <0, i=12,..,m
(2. 19)
Xj = 0, i=12,..,m
(2. 20)

Observe que si las variables aleatorias a;; son independientes para un i

fijo, se obtiene que:
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Cov(a;) = Z4, = diag(Var(a;y),Var(ay), ..., Var(a;)).

(2.21)
En este caso el problema (2.18) - (2.20) se puede escribir como:
mxin h(x) =c'x

(2.22)

n

a;x + ¢ Z[Var(au )x]] b; <0, i=12,..,m

j=1

(2.23)
Xj >0, j=12,..,m

(2. 24)

Ejemplo 1: Suponga que se tiene el siguiente modelo de programacion lineal:
Max Z = 3x; + 2x, + 5x3
Sujeto a :
X1 + 2x5 + x3 < 430
3x1 + 2x3 <460
X, + 4x,+ <420
X1,%X2,%x3 =0.

(2. 25)

Considerando que el problema es deterministico, usando el programa
LINGO (2019), (Apéndice A), los resultados obtenidos se resumen en el Cuadro
2 (ver pagina siguiente).

Recuerde que, min h(x) = — max h(x).
X X
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Cuadro 2: Resultados ejemplo 1, modelo deterministico.

Variable Valor
Zmax 1350
X1 0
X2 100
X3 230
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Ahora supongamos que los a;; son aleatorios, mas aun:

1\ /36 0 0
a,~ N (2),(0 16 0),
1/ \o o0 12

(2. 26)
3 7 0 0
a,~ N (0),(0 15 0),
2 0 0 4
(2.27)
Yy que
1 12 0 0
0 0 0 10
(2. 28)

Ademas, suponga que a; = a, = a3z = 0.05, de donde 1 — a = 0.95, luego ¢; =

&, = &5 = 1.645. Asi, por (2.23)

X1+ 2x, + x5 + 1.645\/36x12 + 16x2 + 12x5 —430<0

3x; + 2x35 + 1.645\/7x12 + 15x% + 4x%2 — 460 < 0

X + 4x, + 1.645\/12x12 + 8x% + 10x2 — 420 < 0.

(2. 29)
Por lo tanto, el problema deterministico equivalente (programa no lineal) se
establece como:

max Z = 3x; + 2x, + 5x3
X

Sujeto a

X1+ 2x, + x5 + 1.645\/36x12 + 16x2 + 12x5 — 430 <0
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3x; + 2x3 + 1.645\/7x12 + 15x% + 4x%2 — 460 < 0

Xy + 4x, + 1.645\/12x12 + 8x2 + 10x2 —420 <0

X1, %3, %3 = 0.

(2. 30)

Resolviendo este problema de programacién no lineal con restricciones en
LINGO (2019) (Apéndice B), los resultados obtenidos se resumen en el Cuadro

3 (ver pagina siguiente)
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Cuadro 3: Resultados ejemplo 1, Caso. a; € R" son aleatorios, i =1,...,m.

Variable Valor
Zmax 334.3132
X1 10.31855
X2 4.649083
X3 58.81189
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Caso ll. b € R™ aleatorio. En este caso suponga que:

by
_ | b2 ¥
b=|"2|~Na(bZ)
b

(2.31)

Las restricciones (2.2) se pueden replantear como:

) a;x — b b; — b; .
Plajx <b;)) =P < >1—q; =12, ..,m,
\/Var(bi) \/Var(bi)

(2.32)

Donde:

b; — b; .
——~N(0,1), i=12,..,m.
JVar(b;)
Luego (2.32) se puede escribir como:
b; — b; .
1-P|l——==<Varh) |>1—0qa;, i=12,..,m,
JVar(b;)
o}
bi — Ei a;x — Ei .
P < <a, i=12,..,m
\/VQT(bi) \/VQT(bi)

(2.33)

Ahora, si §; denota el valor de la normal estandar tal que:
®(5) = a;,

la restriccion (2.33) se expresa como:

'v — b
® <L> <d(5;), i=12,..,m

JVar(b;)
Ahora, debido al caracter monétono de la funcién ®(4;) las desigualdades son

validas si y solo si:
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0 equivalentemente:
ajx —b; — 6;/Var(b;) <0, i=12,..,m.
Por lo tanto, el problema de programacion lineal estocastica establecido por (2.1)
- (2.3) es equivalente al problema de programacion lineal deterministico:
mxin h(x) =c'x
Sujeto a:
ajx — b; — 6;\/Var(b) <0, i=12,..,m

(2.33)

Ejemplo 2. Considere el mismo problema de programacioén lineal (2.25) pero

by 430\ /1600 0 0
b=<b2 ~N; <46O < 0 1800 O )
bs 420 0 0 900

ademas, sia = 0.05,6 = —1.645, por lo tanto, el problema de programacién lineal

ahora:

deterministico es:
Max Z = 3x1 + 2x2 + 5x3

Sujeto a:
X1 + 2x, + x3 + 1.645v1600 < 430
3x; + 2x3 + 1.645v1800 < 460

x; + 4x, + 1.645v/900 < 420

X1,%3,%3 = 0.
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Cuya solucién obtenida en LINGO (2019) es (Apéndice C), los resultados

obtenidos se resumen en el Cuadro 4(ver pagina siguiente).
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Cuadro 4: Resultados ejemplo 2, Caso b € R" aleatorio.

Variable Valor
Zmax 1144.635
X1 0
X2 84.54923
X3 195.1074
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Caso lll. ¢ € R", aleatorio. Note que como c~N,,(¢,X.) y f(x) = c'x se
tiene que:
f)~N(x,x'Z.x) =N (f,Var(f)).
La nueva funcion objetivo deterministica a minimizar se formula como:
F(x) = kyCx + kpo/x'Z .,

(2.34)

donde k; yk, =0 son constantes cuyos valores determinan la importancia
relativa de f y \/Var(f) en el problema de optimizacion, asi si k; = 0 indica que
se esta interesado en minimizer la variabilidad de f alrededor de su valor medio
sin procuparse por lo que sucede en el valor medio de f. Y si k, = 0 indica que
el valor medio de f debe ser minimizado sin importer la variabilidad de f.
Similarmente si k; = k,, indica que se esta dando igual importancia al valor medio
y a la desviacion estandar. Por lo general se utilizan los siguientes valores:
ki=k,=1 o ky=k,=0.5.

Observe que, si el problema es de maximizacion, el objetivo sera maximizar el
valor medio de la funcién f(x) y minimizar su desviacion estandar, en cuyo caso

k, debe ser negativo. Lo cual se concluye recordando que max f(x) =
X
— min f(x).
X
Dado que la nueva funcion objetivo (2.34) es una funcion no lineal, la solucién al
problema de programacion lineal estocastico definido en (2.1) - (2.3), bajo el caso

lll, el problema de programacién no lineal deterministico equivalente bajo el

enfoque de Charnes-Cooper es:

33



min F(x) = kiC'x + ky/x'Z.x
Sujeto a:

aix— b, <0, i=12..,m

(2.35)

Y si las variables aleatorias c; son independientes, esto es, si Cov(c,, cs) = 0, para

todor #s; r,s =1,...,n, lafuncién objetivo se puede escribir como:

F(x)=k1(?'x + kz

(2. 36)

Ejemplo 3. Ahora considerando el mismo problema de programacion lineal

definido por (2.25) asumiendo que ahora:

3 12 0 0
B (52 )
5 0 0 17

se obtiene que, Var(f(x)) = x'Z.x = 12x? + 7x3 + 17x3.
El problema de programacion no lineal deterministico equivalente queda definido

por:

maxZ = k;(3x; + 2x, + 5x3) — kZ\/12x12 + 7x% 4+ 17x2
X

Sujeto a:
X1 + 2x5 + x3 < 430
3%, +  2x3 < 460

X1 +4x,+ <420
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X1,%Xp,x3 = 0.
Para fines proactivos se tomaran tres casos, k; =0,k; =k, =05y k, =
0, las soluciones optimas obtenidas con LINGO (2019) (Apéndice D), los

resultados obtenidos se resumen en el Cuadro 5 (ver pagina siguiente).
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Cuadro 5: Resultados ejemplo 3, Caso c¢ € R", aleatorio.

Niveles de k1y k2

Variable k1= 0, ko= 1 ki=1, k=0 ki=k2= 0.5
Zmax 0 1350 202.0447
X1 0 0 49.40913

X2 0 100 92.64772

X3 0 230 155.8863
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Caso IV. a; € R",c € R" b € R™ son aleatorios. En este caso se
asume que a; c,b son aleatorios y sigues las distribuciones (2.4) - (2.6)
respectivamente. También observe que c aparece solo en la funcién obijetivo,
entonces la nueva funcion objetivo deterministica queda definida como en el caso
[, esto es la nueva funcion objetivo esta definida por (2.34).

Para el caso de las restricciones (2.2) se pueden expresar como:

P(g;<0)=1-q, i=12,..m,

(2.37)
donde las g; son las nuevas variables aleatorias definidas como:
gi=aix—b; =4y,
(2. 38)
donde
Qi1
[
X2
ql = y y = . )
Qin -
b; B
(2. 39)
mas aun, q;~N,,1(q;, ©;); donde
aj
Ajp
— _ 1 . 0. = (Cov(ai) Vi ) _ (Zai Vi )
=\ - yoRE Var(by))  \v, Var(b)/)
a_in
b;
(2. 40)

v; = [Cov(a;, by), Cov(a;y, by), ..., Cov(ay,, b)), i=1.2,..,m.
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Asi g; = ajx — b;~N'(q;y,y'0;y) ). Ademas, recordando que

Var(x +y) = Var(x) + Var(y) + 2Cov(x,y),

se tiene que

Var(g;) = var(a;x — b;) = Var(a;x) + Var(b;) — 2Cov(a;x, b;)

= x'24,x + Var(b;) = 2Cov(a;x, b;).

(2.41)

Ademas, observe que silos a;,5, i = 1,2, ..., m, son independientes y los a;,, i =

1,2,...,m,y b también, entonces:

n
Var(g;) = Z Var(a;;)x? + Var(b,),
=1

por lo tanto, las restricciones (2.37) se puedes reestablecer como

1—aq i=12,..,m,

P< 9i— Ji N —J; )2
JVvar(g) Var(g:)

donde

gi — gi

VVar(g;)

~N(0,1), i=12,..,m

(2.42)

(2. 43)

(2. 44)

Asi, si §; denota el percentil de una variable aleatoria normal estandar tal que:

q)(6l) =1- a;, i = 1,2, ., m,

las restricciones (2.43) se establecen como:
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@ <_—gl> >d(5), i=12..,m

VVar(g:)
Cuya desigualdad es cierta si y solo si la siguiente desigualdad no lineal se

satisfice, debido al caracter monétono de la funcién de distribucion ®(6;):

<—_9i> S5, i=12..m

VVar(g)

0 equivalentemente:

gi +6;/Var(g;) <0, i=12,..,m

(2. 46)

Asi finalmente el problema de programacién no lineal deterministico
equivalente del problema de programacion lineal estocastico (2.1) - (2.3) queda

definido como:
mxin F(x) = ki¢'x + ko yx'E.x
Sujeto a:

gi +6;x/Var(g;) <0, i=12,..,m

(2.47)

y asumiendo que los a;j, b;,c; son independientes, esto es las matrices de
varianzas-covarianzas X, Z,,, £, son diagonals y los a;, b; son independientes, el

problema de programacion no lineal deterministico equivalente (2.47) queda

planteado como:
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minF(x) = k,¢'x + k,
X

n
Z Var(c;)x?
i=1

Sujeto a:

n
a;x - Bi + 61' z Var(aij)xiz + Var(bi) <0, i=12,..,m
=1

Ejemplo 4. Considere el problema (2.25), bajo las hipotesis de que

[/3 12 0 O
C"']Vé (2 ) 0 7 0 )
[ \5 0 0 17
[/1 36 0 O
a,~N; 2),(0 16 0>,
[\1 0 0 12
[/3 7 0 O
| \2 0 0 4
1 12 0 0
0 0 0 10

430 1600 0 0
b~N; (| 460 ), © 1800 0 ||
420 0 0 900

Por lo tanto, si §; = §, = §3 = 1.645, con a = 0.05 el problema de programacion

no lineal deterministico equivalente al problema de programacion

estocastico (2.1) - (2.3) se plantea de la siguiente manera:

max Z = k;(3x; + 2x, + 5x3) — k2\/12x12 + 7x% 4+ 17x2
X
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Sujeto a

X1 + 2%, + x5 + 1.645\/36xf + 16x% + 12x3 + 1600 — 430 < 0

3x; + 2x3 + 1.645\/7x12 +15x2 + 4x2 + 1800 — 460 < 0

X1+ 4x, + 1.645\/12x12 +8xZ + 10x2 + 900 — 420 < 0

X1,%2,%3 = 0.
El problema es resuelto en LINGO (2019) para k; =0y k, =1,k, =
1yk, =0,y kyyk, =0.5(Apéndice E). Los resultados obtenidos se resumen

en el Cuadro 6 (ver pagina siguiente).
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Cuadro 6:Resultados ejemplo 4, Caso a; € R",ce R",be R™

(todos son aleatorios)

Niveles de k1y k2

Variables k1= 0, ko= 1 ki=1, k=0 k1=k2= 0.5
Zmax 0 319.7284 54.24202

X1 0 9.842144 18.45933

X2 0 3.796762 19.32093

X3 0 56.52169 38.92872
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CONCLUSIONES

A partir de ciertos resultados de la teoria estadistica, se propone la
solucion para los cuatro casos clasicos de problemas de programacion lineal
estocastica, desarrollando en detalle, para tal objetivo, la técnica de
programacion con restricciones aleatorias.

La solucion mencionada en el punto anterior consiste en establecer
explicitamente un problema equivalente de programacién lineal o no lineal
deterministico. Esta equivalencia implica que la solucion del problema de
programacion lineal o no lineal deterministico es también una solucion para el
problema original de programacion lineal estocastica.

Ademas, resolviendo un problema de programacion lineal estocastico
concreto, los cuatro casos de la programacion lineal clasicos son resueltos a
través de la técnica de programacion con restricciones aleatorias y sus
soluciones numéricas son obtenidas con ayuda del programa comercial de
optimizacién LINGO (2019), mostrando asi que los problemas equivalentes
obtenidos tienen solucidon y por lo tanto los correspondientes problemas de
programacion lineal estocastico también tienen solucion.

Es muy importante sefialar que la aplicacion de la metodologia estadistica
no es llevada a cabo a un problema practico en otra area del conocimiento. El
objetivo fundamental de esta tesina es hacer una aplicacion de los conocimientos
de la teoria estadistica adquiridos durante mis estudios de maestria en
estadistica aplicada en la solucion de un problema teérico de la programacion
matematica y la investigacion de operaciones conocido en la literatura

especializada como un problema de programacion lineal estocastica.
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APENDICE

En esta seccidn se presentan los codigos empleados para la resolucion
de los cinco ejemplos analizados a lo largo del presente trabajo.
Apéndice A
Cddigo de programacion en LINGO ejemplo 1, modelo deterministico

MODEL:

SETS:

CC/1..3/:C,A1,A2,A3,B,X;

END SETS

DATA:

C=325

A1=121;

A2=302;

A3=140;

B = 430 460 420;

END DATA

[OBJ] MAX = @SUM(CC(I): C()*X(1));
[RES1] @SUM(CC(I): A1(1)*X(1)) <= B(1)
[RES2] @SUM(CC(I): A2(1)*X(1)) <= B(2)
[RES3] @SUM(CC(I): A3(1)*X(1)) <= B(3);
| RESTRICCIONES DE DOMINIO;
@FOR(CC(I): X(1) >= 0);

END
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Apéndice B
Cddigo de programacion en LINGO ejemplo 1, Caso. a; € R" son aleatorios,

MODEL:

SETS:
CC/1.3/:C,A1,A2,A3,B,V1,V2V3X;
END SETS

DATA:

C=325;

Al1=121;

A2=302;

A3=140;

B =430 460 420;

V1=3616 12;

V2=7154;

V3=12810;

ALPHA = 0.05;

END DATA

[OBJ] MAX = @SUM(CC(l): C(I)*X(1));

[RES1] @SUM(CC(l): A1(1)*X(1)+@NORMSINV(1-ALPHA)* ...
@SQRT(@SUM(CC(I):V1(1)*X(1)*X(1))) <= B(1);
[RES2] @SUM(CC(l): A2(1)*X(1)+@NORMSINV(1-ALPHA)* ...
@SQRT(@SUM(CC(I):V2(1)*X(1)*X(1))) <= B(2);
[RES3] @SUM(CC(l): A3(1)*X(I)+@NORMSINV(1-ALPHA)* ...
@SQRT(@SUM(CC(1):V3(1)*X(1)*X())) <= B(3);

I RESTRICCIONES DE DOMINIO;
@FOR(CC(l): X(I) >= 0);
END
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Apéndice C

Cddigo de programacion en LINGO ejemplo 2, Caso b € R™ aleatorio

MODEL:

SETS:

CC/1..3/: C,A1,A2,A3,B,VB,X;
END SETS

DATA:

C=325;

Al1=121;

A2=302;

A3=140;

B =430 460 420;

VB = 1600 1800 900;

ALPHA = 0.05;

END DATA

[OBJ] MAX = @SUM(CC(l): C(I)*X(1));

[RES1] @SUM(CC(I): A1(1)*X(1))-@NORMSINV(ALPHA)*@SQRT(VB(1)))...
<= B(1);

[RES2] @SUM(CC(I): A2(1)*X(1))-@NORMSINV(ALPHA)*@SQRT(VB(2)))...
<=B(2);

[RES3] @SUM(CC(I): A3(1)*X(1))-@NORMSINV(ALPHA)*@SQRT(VB(3)))...
<=B(3);

' RESTRICCIONES DE DOMINIO;
@FOR(CC(I): X(I) >= 0);

48



Apéndice D
Cddigo de programacion en LINGO ejemplo 3, Caso ce R", aleatorio
MODEL:

SETS:

CC/1.3/: C,A1,A2,A3BVC X;

END SETS

DATA:

C=325;

A1=121;

A2=302;

A3=140;

B = 430 460 420;

VC=12717;

K1 = 0.5;

K2 = 0.5;

END DATA

[0BJ] MAX = @SUM(CC(l): K1*(C(1)*X(1))-K2*@ (@SUM(CC(I):VC(I)*X(Iy*X(1)));
[RES1] @SUM(CC(l): A1(1)*X(1)) <= B(1);
[RES2] @SUM(CC(l): A2(1)*X(1)) <= B(2);
[RES3] @SUM(CC(I): A3(1)*X(1)) <= B(3);
| RESTRICCIONES DE DOMINIO;
@FOR(CC(I): X(I) >= 0);

END

Apéndice E
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Cddigo de programacion en LINGO ejemplo 4, Caso aje R",ce R",be R™
(todos son aleatorios)
MODEL:

SETS:
CC/1.3/:C,A1,A2,A3,B,V1,V2,V3,VB,VC,X;
END SETS

DATA:

C=325;

Al1=121;
A2=302;
A3=140;

B =430 460 420;

V1 =36 16 12;

V2 =715 4;
V3=12810;

VB = 1600 1800 900;
VC=12717;
ALPHA = 0.05;

K1 =0.5;

K2 =0.5;

END DATA

[OBJ] MAX = @SUM(CC(1): K1*(C(1)*X(1))-K2*

@SQRT(@SUM(CC(1):VC(Iy*X(1)*X(1))):
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[RS1] @SUM(CC(l): A1(1)*X(I)+@NORMSINV(1-ALPHA)* ...
@SQRT(@SUM(CC(I):V1(I)*X(1)*X(1)+1600)) <= B(1);

[RES2] @SUM(CC(l): A2(1)*X(I)+@NORMSINV(1-ALPHA)*
@SQRT(@SUM(CC(I):V2(I)*X(1)*X(1)+1800)) <= B(2);

[RES3] @SUM(CC(I): A3(1)*X(I)+@NORMSINV(1-ALPHA)* ...
@SQRT(@SUM(CC(I):V3(1)*X(1)*X(1)+900)) <= B(3);

| RESTRICCIONES DE DOMINIO;

@FOR(CC(l): X(I)>= 0);

END
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