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A mi director de tesis el Dr. Héctor Hugo Hernández Hernández, gracias por dedicarme
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Prefacio

Estudiar sistemas cuánticos no es, por lo general, una tarea sencilla de realizar
cuando estos son más apegados a la realidad, esto debido a su complejidad matemáti-
ca. Una forma de estudiar estos sistemas es a través métodos efectivos que permiten
obtener soluciones aproximadas, por ejemplo, la aproximación WKB. Los métodos de
aproximación son tan versátiles que han permitido estudiar una infinidad de sistemas
que involucran procesos complejos, por ejemplo, procesos en cromodinámica cuántica
[1], la obtención de información sobre la enerǵıa cinética molecular [2], el estudio de
sistemas cuánticos relativistas [3], el espectro de masa de mesones [4], perturbaciones
inflacionarias cosmológicas [5], ondas gravitacionales [6], etc.

En esta tesis se pretende estudiar el modelo cosmológico cuántico de Bianchi IX
a través de una aproximación que permite la obtención de un Hamiltoniano efectivo,
el cual se define como el Hamiltoniano del análogo clásico del sistema aumentado con
dispersiones (o momentos) como variables dinámicas. Este método permite recobrar la
noción de trayectorias de part́ıculas clásicas que es imposible obtener de la mecánica
cuántica usual. La evolución de los momentos esta determinada por una función de
onda inicial. Generalmente, el sistema de ecuaciones que se obtiene son acopladas y
altamente no lineales, por lo que, la mayoŕıa de las veces el sistema se vuelve insoluble
anaĺıticamente y es necesario recurrir a métodos numéricos para obtener una solución
parcial. Particularmente, este método de aproximación requiere truncamientos consis-
tentes del Hamiltoniano para la obtención de las ecuaciones dinámicas. Sin embargo,
a través de un cambio de los momentos a sistemas de pares canónicos se construye un
potencial efectivo que evita los truncamientos.

Este método de aproximación ha permitido obtener información precisa que es com-
parable con los datos experimentales, por ejemplo, para un oscilador armónico truncado,
la enerǵıa del estado basal obtenida con el potencial efectivo es de E = 1.47, mientras
que su valor exacto es E = 1.44 [7].

En el caṕıtulo 1 se estudian de manera breve los conceptos y definiciones f́ısicas de
temas fundamentales de la mecánica clásica, relatividad, y cosmoloǵıa. En el caṕıtulo
2 se presenta una breve introducción de los conceptos f́ısicos de la mecánica cuántica,
y posteriormente el formalismo del método efectivo de momentos. Finalmente, en el
caṕıtulo 3 se analiza la dinámica efectiva de un modelo cosmológico homogéneo an-
isotrópico del universo.
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1.3.2 El modelo estándar cosmológico 20

1.4 Discusión del caṕıtulo 1 22
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Introducción

La cosmoloǵıa estudia la evolución del universo como un todo, ha permitido desa-
rrollar teoŕıas sobre el destino y el origen del universo con el fin de obtener una mayor
comprensión de lo que nos rodea. Mediante el uso de diferentes técnicas se ha logrado
comparar los resultados obtenidos a partir de modelos cosmológicos con la información
observacional actual. A mitad del siglo XX, el f́ısico y astrónomo Ucraniano George Ga-
mow propuso que inicialmente el contenido de materia del universo se encontraba en un
estado de alta densidad y temperatura (posteriormente a ese escenario se le conoceŕıa
como la teoŕıa del Big Bang). La teoŕıa de Gamow predećıa una enerǵıa proveniente
de las fluctuaciones del fluido de materia la cual debeŕıa tener una temperatura ac-
tual de unos cuantos grados Kelvin. Tiempo después, los f́ısicos estadounidenses A. A.
Penzias y R. W. Wilson descubrieron una radiación que proveńıa del espacio en for-
ma de ruido y que concordaba con la radiación que predećıa la teoŕıa de Gamow [8].
A esta radiación se le dió el nombre de radiación cósmica de fondo o CMB (Cosmic
Microwave Background) por sus siglas en inglés. De acuerdo con la teoŕıa de Gamow,
además de la radiación cósmica de fondo, el universo debe ser tratado como un fluido
cósmico en expansión, por lo que, si se retrocede en el tiempo es posible estudiar todos
los mecanismos que dieron origen a la la formación de la estructura de la materia.

Se sabe que actualmente el universo se encuentra en una etapa de expansión acelera-
da, y que esta aceleración es atribuida a la enerǵıa oscura. Usualmente, para describirla
se utiliza la constante cosmológica Λ introducida por Einstein en 1917. La enerǵıa oscu-
ra ocupa al rededor del 73 por ciento del contenido total en el universo [9], y un 23 por
ciento es atribuido a un tipo de materia exótica no relativista la cual tuvo sus oŕıgenes
en el universo temprano conocida como materia oscura o CDM por sus siglas en inglés
(Cold Dark Matter) [10].

El modelo estándar ΛCDM (Lambda cold dark matter), es uno de los mejores
modelos para describir la estructura y la dinámica del universo a gran escala debido
a la gran coincidencia que posee con los datos observacionales [11] y es aproximado
por la métrica FLRW propuesta por Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker [12]. La
métrica FLRW define un elemento de ĺınea que describe un universo homogéneo e
isotrópico en donde la curvatura del espacio está determinada por una constante k, el
espacio es dinámico por lo que puede encontrar en contracción o expansión y el tamaño
del universo se determina a partir del factor de escala a(t), debido a que el modelo
estándar de cosmoloǵıa está basado en la teoŕıa de la relatividad general, la dinámica
se obtiene solucionando las ecuaciones de campo de Einstein [8].

Uno de los problemas presentes en la cosmoloǵıa clásica surge al tratar de estudiar las
propiedades del espacio a pequeña escala. Cuando se retrocede la evolución cosmológica,
las ecuaciones de la relatividad general dejan de ser aplicables y surgen singularidades
iniciales en donde el radio del universo se hace cero. Estas singularidades se conocen
como el Big Bang y Big Crunch [13].

Dentro del estudio de la cosmoloǵıa se encuentran los modelos de Bianchi1, los
cuales describen el comportamiento de universos homogéneos anisotrópicos [14]. Parti-

1Los modelos de Bianchi se estudiarán más detalladamente en el caṕıtulo 3



cularmente, el Bianchi IX (similar al modelo ΛCDM con curvatura positiva) se puede
generalizar al modelo Mixmaster el cual describe la evolución de las anisotroṕıas del
universo cerca de la singularidad inicial [15]. La diferencia fundamental entre el modelo
ΛCDM y el Mixmaster es que el primero considera un espacio homogéneo e isotrópico,
mientras que el segundo considera anisotroṕıas.

Debido a la existencia de una singularidad inicial, se ha optado por describir el
universo de manera cuántica mediante el uso de una función de onda en lugar del es-
pacio tiempo clásico [16]. Si las leyes de la mecánica cuántica son aplicables a todos
los fenómenos de la naturaleza, la cosmoloǵıa clásica debe poder extenderse a una des-
cripción cuántica que permita hacer predicciones sobre la evolución del cosmos a partir
del estado cuántico inicial. Este estado inicial puede ser útil para describir las carac-
teristicas de homogeneidad e isotroṕıa a gran escala [17]. Estudiar el comportamiento
cuántico de ciertos modelos cosmológicos presenta generalmente un alto nivel de com-
plejidad por lo que algunas veces es necesario utilizar aproximaciones efectivas para
obtener una solución parcial del sistema.

Particularmente, una manera de obtener una aproximación de sistemas cuánticos
complejos es a través de un método que permite el desarrollo un Hamiltoniano efectivo,
el cual se define como el Hamiltoniano del análogo clásico de un sistema aumentado con
dispersiones cuánticas como variables dinámicas [18]. Este método ha permitido estudiar
sistemas interesantes que van desde modelos relativamente sencillos, por ejemplo, el
tunelaje cuántico [19], hasta modelos de cosmoloǵıa cuántica [20].



Caṕıtulo 1

Revisión General

1.1. Mecánica clásica

1.1.1. Ecuaciones de movimiento de Lagrange

El principio de Hamilton describe la dinámica de sistemas mecánicos para los cuales
todas las fuerzas se pueden obtener a partir de un potencial escalar generalizado que
puede ser una función de las coordenadas, y que posee una dependencia impĺıcita del
tiempo. Para un rango de tiempo de t1 a t2, la dinámica de un sistema es determinada
por la siguiente acción

I =

∫ t2

t1

L(q1, · · · , qn, q̇1, · · · , q̇n; t)dt, (1.1.1)

donde L ≡ T − V es el Lagrangiano y es la diferencia entre la enerǵıa cinética T , y la
enerǵıa potencial V . Las coordenadas generalizadas qn representan puntos del espacio
de fase1. La evolución de un sistema f́ısico es descrita por trayectorias en el espacio
de fase en donde cada punto representa un estado diferente del sistema. De todas las
posibles trayectorias que permiten la evolución de un sistema desde un estado en t1 a
un estado en t2, la que minimiza la acción es aquella en donde el valor de la integral
(1.1.1) se mantiene constante, por lo que, su variación debe ser cero [22]

δI = δ

∫ t2

t1

L(q1, · · · , qn, q̇1, · · · , q̇n; t)dt = 0, (1.1.2)

Para un sistema de una dimensión, en donde el Lagrangiano depende solamente q y q̇,
la ec.(1.1.2) es

I =

∫ t2

t1

L(q, q̇)dt. (1.1.3)

1El espacio de fase es el espacio de todas las posibles posiciones instantáneas de un sistema f́ısico
[21].
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Variando la acción anterior con respecto a la coordenada q y q̇ se tiene que

δI =

∫ t2

t1

δL(q, q̇)dt =

∫ t2

t1

(
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇

)
dt = 0, (1.1.4)

y dado que la variación δq = q + q′, entonces

δq̇ = q̇ + q̇′ =
d

dt
q +

d

dt
q′ =

d

dt
(q + q′) =

d

dt
δq.

Reescribiendo δq̇ como d/dt(δq) e integrando el segundo término dentro de (1.1.4) por
partes se tiene que

δI =

∫ t2

t1

(
∂L

∂q
− d

dt

(
∂L

∂q̇

))
δqdt = 0,

la variación δq es una función que es pequeña en todos lados sobre el intervalo de
tiempo de t1 a t2. Los puntos extremos de la trayectoria en q(t1) y q(t2) establecen las
condiciones iniciales del sistema, por lo que su variación δq(t1) = δq(t2) = 0, por lo
tanto, la integral anterior debe ser cero para todos los valores de δq, y

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0. (1.1.5)

Para n grados de libertad, la ecuación anterior es

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, (i = 1, 2, · · · , n). (1.1.6)

Las ecuaciones (1.1.5), y (1.1.6) se conocen como las ecuaciones de movimiento de
Lagrange y nos permiten obtener una relación entre las coordenadas, las velocidades
y las aceleraciones de un sistema. Matemáticamente, la ecuación ec.(1.1.6) constituye
un conjunto de ecuaciones de segundo orden para sistemas holonómicos2 de n funcio-
nes qi [23]. Para sistemas no-holonómicos 3 se considera que las variaciones qi no son
independientes unas de la otras, por lo que no es posible escribir las ecuaciones de cons-
tricción como f(q1, q2, · · · , qn, t) = 0. Las ecuaciones de movimiento para estos sistemas
se obtienen a través de los multiplicadores de Lagrange

m∑
α=1

λαfα = 0, (1.1.7)

2El término holonómico se emplea para las constricciones de un sistema que se pueden escribir de
la forma f(q1, q2, · · · , qn, t) = 0 [21].

3Las constricciones no-holonómicas son de la forma
∑n

k=1 ωk(q1, q2, · · · , qn) · dqk = 0 y no son
integrables [21]. Los términos holonómicos y no-holonómicos fueron nombrados aśı por el f́ısico alemán
Heinrich Herz con el fin de distinguir entre constricciones de velocidad en espacios de configuración de
sistemas mecánicos [24].
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donde λα son funciones de las coordenadas y del tiempo. Asumiendo que la variación

δ

∫ t2

t1

Ldt = 0, (1.1.8)

se mantiene para sistemas semi-holonómicos 4, la variación se escribe como una combi-
nación de la ec.(1.1.7) y la ec.(1.1.8)

δ

∫ t2

t1

(
L+

m∑
α=1

λαfα

)
dt = 0, (1.1.9)

desarrollando la variación anterior

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= Qi, (1.1.10)

donde

Qi =
m∑

α=1

{
λα

[
∂fα
∂qi

− d

dt

(
∂fα
∂q̇i

)]
− dλα

dt

∂fα
∂q̇i

}
.

La ecuación (1.1.10) es útil cuando se estudian problemas que involucran fuerzas gene-
ralizadas Qi, por ejemplo, un sistema compuesto por un disco que se desliza sobre una
pendiente sin resbalar [22].

Por definición, el momento canónicamente conjugado a la variable qj es

pj =
∂L

∂q̇j
,

la definición de pj no es necesariamente igual al momento clásico, por ejemplo, para
el caso de un grupo de part́ıculas en un campo electro-magnético, el momento pj es el
momento mecánico más un término extra

pjx =
∂L

∂ẋi
= miẋi + qiAx.

Las coordenadas qi que no aparecen en el Lagrangiano L se conocen como coor-
denadas ćıclicas, por lo que, de la ec.(1.1.6) se tiene que el momento canónicamente
conjugado pi a la coordenada qi es constante. El momento conjugado generalizado a
una coordenada ćıclica se conserva [22].

4Las constricciones semi-holonómicas, a diferencia de las no-holonómicas son integrables, por ejem-
plo para un disco que rueda sin deslizarse, la constricción ϕ̇ = ẋ implica que ϕ = x+ c
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1.1.2. Ecuaciones de movimiento de Hamilton

La diferencial total de un Lagrangiano que no depende expĺıcitamente del tiempo
L(qi, q̇i) es

dL(qi, q̇i) =
∑
i

∂L

∂qi
dqi +

∑
i

∂L

∂q̇i
dq̇i,

donde la derivada parcial ∂L/∂q̇i del segundo término es el momento generalizado
canónico a la coordenada qi, y ∂L/∂qi del primer término es la derivada del momento.
La ecuación anterior es entonces

dL(qi, q̇i) =
∑
i

ṗidqi +
∑
i

pidq̇i,

reescribiendo el segundo término como
∑
pidq̇i = d(

∑
piq̇i)−

∑
q̇idpi se tiene que

dL(qi, q̇i) =
∑
i

ṗidqi + d

(∑
i

piq̇i

)
−
∑
i

q̇idpi,

factorizando la derivada total y reescribiendo la ecuación anterior se llega a

d

(∑
i

piq̇i − L

)
=

∑
i

q̇idpi −
∑
i

ṗidqi, (1.1.11)

donde el argumento del diferencial del lado izquierdo es la enerǵıa E del sistema en
cuestión

E =
∑
i

q̇i
∂L

∂q̇i
− L, (1.1.12)

por lo tanto, se define el Hamiltoniano del sistema como5

H(p, q, t) =
∑
i

piq̇i − L. (1.1.13)

Desarrollando la derivada total de (1.1.13)

dH(p, q, t) =
∂H

∂pi
dpi +

∂H

∂qi
dqi,

y comparando con la ec.(1.1.11) se obtienen las siguientes relaciones

q̇i =
∂H

∂pi
,

ṗi = −∂H
∂qi

. (1.1.14)

5Esta transformación que genera una expresión Hamiltoniana a partir del Lagrangiano se conoce
como transformación de Legendre [22].
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Este sistema de ecuaciones forman un conjunto de 2n ecuaciones diferenciales de
primer orden que remplazan las ecuaciones de segundo orden de (1.1.6) obtenidas a
partir del Lagrangiano, y son conocidas como las ecuaciones de Hamilton de movimiento
[23].

Para una función u que depende de variables canónicas q y p se tiene que

d

dt
u(qi, pi) =

∑
i

(
∂u

∂qi

dqi
dt

+
∂u

∂pi

dpi
dt

)
,

sustituyendo dqi/dt = ∂H/∂pi, y dpi/dt = −∂H/∂qi de la ecuación (1.1.14) se tiene
que

d

dt
u(qi, pi) =

∑
i

(
∂u

∂qi

∂H

∂pi
− ∂u

∂pi

∂H

∂qi

)
,

esta estructura define una operación entre funciones que dependen de variables canóni-
cas y se conoce como bracket de Poisson. El bracket de Poisson entre dos funciones
u(q, p) y v(q, p) es

[u, v] =
∑
i

(
∂u

∂qi

∂v

∂pi
− ∂u

∂pi

∂v

∂qi

)
. (1.1.15)

En términos de los brackets de Poisson, las ecuaciónes de movimiento para el par
de variables de posición y momento son

q̇i = [qi, H],

ṗi = [pi, H].

Particularmente, la ecuación de movimiento para cualquier función u(qi, pi) es

u̇ = [u,H]. (1.1.16)

La ecuación (1.1.15) permite definir los brackets fundamentales de Poisson para qi,
y pi

[qi, qj] = 0, [qi, pj] = δij, [pi, pj] = 0.

La ec. (1.1.16) permite obtener la dinámica de un sistema de manera más eficiente,
además, esta formulación no tiene aplicaciones solamente en mecánica clásica, también
puede ser utilizada para calcular las ecuaciones de movimiento de sistemas en mecánica
cuántica [25]. Algunas veces es más complicado aplicar las ecuaciones de Hamilton en
lugar de las ecuaciones de Lagrange, a pesar de esto, el formalismo Hamiltoniano nos
permite tener una mejor comprensión de la f́ısica del sistema [22].
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1.2. Relatividad general

Uno de los problemas que presenta la teoŕıa de gravitación Newtoniana es que falla
al tratar de predecir la precesión de la órbita del perihelio de Mercurio6. Para justificar
este movimiento anómalo, el matemático Francés Urbain LeVerrier propuso la existencia
de un nuevo planeta llamado Vulcan en 1855. Sin embargo, esta teoŕıa fue descartada
debido a la falta de evidencia observacional [27].

Una vez terminada la teoŕıa de la relatividad especial en el año de 19057, Einstein
comenzó a trabajar en una generalización que incluyera los efectos gravitacionales,
esto lo llevó a publicar varios art́ıculos en los cuales describ́ıa algunos efectos como la
deflexión de la luz cuando pasa cerca de objetos muy masivos y el corrimiento al rojo
[31, 32]. En 1913 con ayuda del matemático Marcel Grossmann logró publicar un intento
de las ecuaciones de campo. Sin embargo, después de analizarlas detalladamente por
2 años aproximadamente, llegó a la conclusión de que eran incorrectas principalmente
porque no lograban describir con exactitud la precesión de Mercurio [33]. Esto lo llevó
a reformular su teoŕıa hasta que finalmente el 15 de noviembre de 1915 utilizando el
principio de equivalencia el cual establece que localmente la aceleración uniforme y los
campos gravitacionales son equivalentes [30], Einstein publicó en la academia de Berĺın
un documento el cual conteńıa las ecuaciones de campo que conocemos actualmente

Gµν = 8πGTµν .

La ecuación anterior representa un conjunto de 16 ecuaciones diferenciales no lineales
acopladas, de las cuales solo 10 soluciones son independientes (la obtención de las
ecuaciones de campo se revisarán detalladamente más adelante). Estas muestran una
relación entre la curvatura del espacio tiempo y su contenido de materia.

Justo después de haber publicado su teoŕıa de la relatividad general, el 15 de febrero
de 1917 Einstein obtuvo el primer modelo relativista del cosmos al aplicar sus ecuaciones
de campo al universo [34], esto desencadenó una serie de importantes investigaciones
sobre la evolución del cosmos marcando aśı el comienzo de la cosmoloǵıa moderna.

1.2.1. Matemáticas de la relatividad general

Con el fin de dar una descripción matemática del espacio tiempo de 4 dimensiones
es necesario el uso de estructuras conocidas como variedades diferenciables. Una va-
riedad diferenciable es una estructura matemática que localmente se ve como Rn pero
globalmente puede ser más compleja. Por ejemplo, la 2-esfera definida por la ecuación
x2+y2+z2 = 1, localmente se ve como un plano en R2 pero globalmente posee curvatura
(figura 1.1) [35].

Una descripción más profunda de una variedad diferenciable requiere la noción de
los siguientes conceptos matemáticos [35, 36, 37]:

6Aproximadamente 43 segundos de arco cada siglo [26].
7La teoŕıa de la relatividad especial y sus principales carácteristicas se puede consultar más a detalle

en las referencias [28, 29, 30].
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Figura 1.1: Localmente la 2-esfera se percibe como un espacio en R2.

1. Dados dos conjuntos M y N , se define un mapeo ϕ : M → N como una ge-
neralización de una función que asigna a cada elemento de M un elemento en
N .

2. Un mapeo ϕ es suave si es infinitamente diferenciable, es decir de la clase de
funciones tipo C∞.

3. Un mapeo ϕ :M → N se denomina un difeomorfismo si existe un mapeo inverso
ϕ−1 : N →M , tal que ϕ y ϕ−1 son tipo C∞.

4. La operacion de composición ◦ entre dos mapeos ψ y ϕ es (ψ ◦ ϕ)(a) : A→ C, en
donde (ψ ◦ ϕ)(a) = ψ(ϕ(a)), a ∈ A, ϕ(a) ∈ B, y ψ(ϕ(a)) ∈ C (figura(1.2)).

5. Se define una bola abierta en Rn como el conjunto de todos los puntos x ∈ Rn

tales que |x − y| = [
∑

i(x
i − yi)2]

1/2
< r, en donde y ∈ Rn es un valor fijo, y un

r ∈ R. Las bolas abiertas son n−esferas centradas en y (figura (1.3a)). La unión
de infinitas bolas abiertas se denomina un conjunto abierto U .

6. Una carta o sistema coordenado es un subconjunto de U de un conjunto M, junto
con un mapeo ϕ : U → Rn de tal manera que la imagen ϕ(U) es un abierto en Rn

(figura (1.3b)).

7. Un atlas es una colección de cartas que satisface las siguientes condiciones

7.1 La unión de todos los subconjuntos Uα cubren la variedad M

7.2 Si dos sistemas coordenados se superponen su intersección es Uα ∩Uβ ̸= ∅, y
el mapeo (ϕβ ◦ ϕ−1

α ) toma elementos de ϕα(Uα ∩Uβ) y le asigna un elemento
en ϕβ(Uα ∩ Uβ) (figura(1.4)).

Más espećıficamente, una variedad diferenciable M es un espacio que consiste en
parches que localmente se ven como Rn que están unidos de forma que puedan cubrir
la variedad completa y que contiene generalizaciones de funciones ϕα cuyo dominio son
conjuntos abiertos Uα en M , y su imagen esta en Rn, y que además, la función de
transición ϕβ ◦ ϕ−1

α : Rn → Rn infinitamente diferenciable (figura 1.4).
Algunos ejemplos de variedades diferenciables son Rn, la n− Esfera Sn y el n−

Toro T n (figura 1.5). Sin embargo, no solo los objetos geométricos forman una variedad,
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Figura 1.2: Composición de ψ con ϕ. En el diagrama se observa que la composición (ψ ◦ ϕ)(a) tiene
como dominio el conjunto A, y su imagen está en C.

(a) Representación de una bola abierta en Rn

con centro en y.
(b) Carta o sistema coordenado. El sistema coordenado
está representado por el conjunto {U, ϕ}.

Figura 1.3: Representación de una bola abierta y un sistema coordenado en Rn.

estructuras más abstractas como el conjunto de rotaciones en Rn y el producto de dos
variedades también forman una variedad [37].

Dada una variedad M , se define una curva γ como una función γ : R →M . A cada
punto p ∈ M se le puede asignar vector tangente vp como un operador de derivada
que proporciona la dirección en la que se está moviendo la curva (figura (1.6a)). Los
vectores tangentes están definidos como mapeos vp :M → R de manera que

vp(f) = v(f)(p),

son lineales sobre funciones, y satisfacen la regla del producto de Leibniz

vp(af + bg) = avp(f) + bvp(g),

vfg = vp(f)g + fvp(g).

La colección de todos los vectores tangentes vp de un punto p ∈M se conocen como el
espacio tangente TpM (figura (1.6b)). El espacio tangente es un espacio vectorial bajo
la suma porque satisface las propiedad de linealidad y multiplicación por un escalar [35]

(v1 + v2)f = v1(f) + v2(f),

(av)(f) = av(f),
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Figura 1.4: En la imagen se muestra una variedad diferenciable M , las cartas ϕα, ϕ
−1
β , y la función de

transición ϕα ◦ ϕβ . Los puntos p1 y p2 están contenidos por los conjuntos abiertos uα y uβ .

Figura 1.5: El espacio R3, la S2-esfera, y el T 2-toro son ejemplos de variedades diferenciables.

y es el espacio de las derivadas direccionales a través de las curvas que pasan por el
punto p [37].

En una variedad diferenciable, toda la información sobre la curvatura del espacio y
sus propiedades geométricas como lo es la distancia entre dos puntos se definen a través
de una métrica gµν . La métrica es un tensor simétrico de rango (0, 2) con la inversa
gµν , y con determinante g = |gµν | diferente de cero. En relatividad general gµν es una
métrica pseudo-Rimanniana debido a que tiene la signatura (-,+,+,+). Para un espacio
tiempo plano de 4 dimensiones gµν = ηµν , y ηµν es de la forma

ηµν =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

y permite bajar o subir indices de tensores, por ejemplo, gµβT
β
ν = Tµν . Formalmente,

la métrica es un mapeo multilineal de uno-formas a números reales, en otras palabras,
al proporcionarle dos vectores V µ y W ν a gµν se obtiene un número real, esto permite
calcular el producto interno mediante la siguiente relación [37]

gµνV
µW ν = g(V,W ) = ds2(V,W ).
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(a) Representación de una curva γ y un vector tangente
vp en una variedad M . p representa cualquier punto de la
curva.

(b) Representación de TpM en M . El espacio tangente
TpM es el conjunto de todos los vectores tangentes al pun-
to p de la variedad.

Figura 1.6: Curvas y espacios tangentes en una variedad.

Utilizando gµν se construye el elemento de linea ds2 = gµνdx
µdxν el cual describe la

distancia infinitesimal entre dos eventos del espacio tiempo, la forma del elemento de
linea depende del sistema de coordenadas en el que se esté trabajando, por ejemplo,
para coordenadas Cartesianas se tiene que

ds2 = (dx)2 + (dy)2 + (dz)2,

mientras que para coordenadas esféricas, donde x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ cosϕ, y
z = r cos θ, el elemento de linea es

ds2 = dr2 + rdθ2 + r2 sin2 θdϕ2.

Algunos ejemplos más complejos del elemento de linea son la métrica FLRW para
un espacio tiempo homogéneo e isotrópico [38]

ds2 = −dt2 + a2(t)

[
dr2

1−Kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)

]
,

la métrica del espacio tiempo de Schwarzschild

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

dr2

1− 2M/r
+ r2(dθ2 + sin2 θdϕ2),

y la métrica de Kasner para un espacio tiempo anisotrópico [39]

ds2 = −dt2 + t2P1dx2 + t2P2dy2 + t2P3dz2.

En general, las operaciones entre vectores requiere que estos pertenezcan al mismo
espacio tangente. Dados dos vectores vp1 ∈ Tp1 y vp2 ∈ Tp1 definidos en una variedad con
curvatura, es necesario transportar el vector vp1 a través de una curva en la variedad
desde Tp1 hasta Tp2 antes de realizar algún tipo de comparación entre ellos. Sin embargo,
en un espacio curvo el resultado de transportar un vector de un punto a otro depende

10



Figura 1.7: En la figura se muestra el cambio de un vector resultante vp el cual ha sido transportado
desde un espacio tangente en un punto p1 definido en la variedad hasta un punto p2 a través de
trayectos diferentes.

de la trayectoria que se tome (figura (1.7)). La única forma de transportar un vector
a través de una curva manteniendolo constante en todo momento es mediante una
conexión definida a partir de la métrica conocida como la conexión de Levi-Civita [37],
la cual es descrita a través de los śımbolos de Christoffel Γλ

µν , en donde

Γλ
µν =

1

2
gλσ(∂µgνσ + ∂νgσµ − ∂σgµν). (1.2.1)

A la acción de transportar un vector de forma constante a través de una curva se le
denomina transporte paralelo.

La tasa de cambio de un vector con respecto a el mismo suponiendo que ha sido
transportado paralelamente se cuantifica a través de la derivada covariante ∇, la cual
es una generalización de la derivada parcial que actúa de forma lineal sobre campos
tensoriales, y obedece la regla del producto de Leibniz [37]

∇(T + S) = ∇T +∇S,
∇(T ⊗ S) = (∇T )⊗ S + T ⊗ (∇S),

en donde ∇ se define como el operador de derivada direccional más una transformación
lineal, y ⊗ es el producto tensorial. Dado un campo vectorial V , su derivada covariante
es

∇µV
ν = ∂µV

ν + Γν
µλV

λ. (1.2.2)

La derivada covariante permite conocer si una variedad presenta curvatura. En un
espacio plano, los coeficientes de Christoffel Γν

µλ = 0, y ∇ se reduce a la derivada
parcial.

En general, la derivada covariante de un tensor de rango (k, l) es

∇σT
µ1µ2···µk

ν1ν2···νl = ∂σT
µ1µ2···µk

ν1ν2···νl

+ Γµ1

σλT
λµ2···µk

ν1ν2···νl + Γµ2

σλT
µ1λ···µk

ν1ν2···νl + · · ·
− Γλ

σν1
T µ1µ2···µk

λν2···νl − Γλ
σν2
T µ1µ2···µk

ν1λ···νl − · · · .
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En términos de la derivada covariante, el transporte paralelo de un campo tensorial
T µ1µ2···µk

ν1ν2···νl a través de una curva xµ(λ) es

dxσ

dλ
∇σT

µ1µ2···µk
ν1ν2···νl = 0.

Dados dos campos vectoriales U = uσ∂σ, y V = vσ∂σ en una variedad, se define el
bracket de Lie como

LUV = [U, V ] = (uσ∂σv
r − vσ∂σu

r)∂r. (1.2.3)

El bracket de Lie permite medir la separación que existe entre curvas de flujo de los
campos vectoriales cuando cuando se sigue una trayectoria cerrada (figura(1.8))

(a) En figura se muestra qué cuando no existe separación
entre dos curvas de flujo de los campos vectoriales (punto
color naranja) el bracket de Lie es LUV = 0.

(b) En figura se muestra qué cuando existe una separación
entre dos curvas de flujo de los campos vectoriales (linea
punteada color naranja) el bracket de Lie es LUV ̸= 0.

Figura 1.8: Representación geométrica del bracket de Lie.

En relatividad general, cada conexión se construye a partir de una métrica, y por
lo tanto, es posible definir una gran cantidad de ellas en una variedad. Dadas dos
conexiónes Γλ

µν , y Γ̂λ
µν , la diferencia de ella es un tensor definido por

Sλ
µν = Γλ

µν − Γ̂λ
µν ,

donde Sλ
µν representa una corrección tensorial de una conexión fiducial Γλ

µν de tal manera
que

Γλ
µν = Γ̂λ

µν − Sλ
µν .

El tensor Sλ
µν de la ecuación anterior se denomina tensor de torsión. Para describir un

espacio libre de torsión se suele utilizar la ec. (1.2.1) con Γλ
µν definida por

Γλ
µν =

1

2
gλσ(∂µgνσ + ∂νgσµ − ∂σgµν),

y con el bracket de Lie definido por la ec. (1.2.3).
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Por otra parte, para la descripción de un espacio más general (incluyendo torsión),
se utiliza la siguiente conexión

Γλ
µν =

1

2
gλσ(∂µgνσ + ∂νgσµ − ∂σgµν)

+
1

2
(−Cµ

αβ + gασg
µτCσ

τβ + gαβg
µτCσ

τα),

en este caso, la derivada de Lie de entre dos campos U = ûµXµ, y V = v̂µXµ es

LUV = [U, V ] = (ûµ(Xµv̂
λ)− v̂µ(Xµû

λ) + ûµv̂νCλ
µν)Xλ,

donde Cλ
µν se denominan coeficientes de estructura. En cosmoloǵıa, los coeficientes de

estructura se utilizan para definir el tipo de homogeneidad del espacio.
La conexión permite también construir el tensor de curvatura de Riemann Rλ

µνk a
partir de la métrica gµν , y sus derivadas. Rλ

µνk se define de la siguiente manera

Rρ
σµν = ∂µΓ

ρ
νσ − ∂νΓ

ρ
µσ + Γρ

µλΓ
λ
νσ − Γρ

νλΓ
λ
µσ. (1.2.4)

Contrayendo los ı́ndices ρ y µ del tensor del Riemann se obtiene el tensor de Ricci

Rµν = Rρ
µρν , (1.2.5)

y contrayendo el Ricci con la métrica gµν , se obtiene el escalar de curvatura [37]

R = gµνRµν . (1.2.6)

1.2.2. Ecuaciones de campo de Einstein

Las ecuaciones de campo de Einstein se pueden obtener a partir de la acción de
Hilbert SH

SH =

∫
d4x

√
−gR, (1.2.7)

donde g es el determinante de gµν , R es el escalar de curvatura, y d4x es el elemento de
volumen del espacio tiempo. Las ecuaciones de movimiento se obtienen con la variación
de SH respecto a la métrica gµν . Reescribiendo el escalar de curvatura R = gµνRµν y
tomando la derivada funcional de la ec. (1.2.7)

δSH =

∫
δ(d4x

√
−ggµνRµν)

=

∫
d4x

√
−ggµν(δRµν) +

∫
d4x

√
−gRµν(δg

µν) +

∫
d4xR(δ

√
−g).(1.2.8)

Variando el triple producto de la contracción δgµν = δ
(
gµαgνβgαβ

)
, y usando la

propiedad de simetŕıa de gµν

δgµν = 2(δgµν) + gµαgνβ(δgαβ),

13



reescribiendo la ecuación anterior se tiene que

δgµν = −gµαgνβ(δgαβ), (1.2.9)

o en forma covariante

δgµν = −gµαgνβ(δgαβ). (1.2.10)

Por otro lado, para calcular la variación del determinante δ
√
−g que aparece en el

tercer término de la ec. (1.2.8) se utiliza la siguiente identidad

ln (det(M)) = Tr (ln(M)), (1.2.11)

donde M es una matriz cuadrada con determinante diferente de cero. Utilizando la
métrica gµν en lugar de la matriz cuadrada M en la ecuación (1.2.11) se tiene

ln(g) = Tr (ln(gµν)), (1.2.12)

donde det(gµν) = g. Desarrollando la variación δ de ambos lados de la ecuación anterior
se llega a

δ(g)
1

g
= Tr

(
1

gµν
δgµν

)
, (1.2.13)

despejando δ(g)

δ(g) = gTr(gµν(δgµν)) = g(gµν(δgµν)),

sustituyendo la ec. (1.2.10) en la ecuación anterior

δ(g) = −g(gµνgµαgνβ(δgαβ)) = −g(gαβ(δgαβ)). (1.2.14)

Por otra parte, la variación de δ
√
−g es

δ
√
−g = ∂

∂g

√
−gδg = − 1

2
√
−g

δg, (1.2.15)

combinando las ec. (1.2.14) y ec. (1.2.15)

δ
√
−g = −1

2

√
−ggµν(δgµν). (1.2.16)

La variación de δRµν se obtiene variando primero el tensor de Riemann δRρ
µλν

δRρ
µλν = ∂λ(δΓ

ρ
νµ) + (δΓρ

λσ)Γ
σ
νµ + Γρ

λσ(δΓ
σ
νµ)

− ∂ν(δΓ
ρ
λµ)− (δΓρ

νσ)Γ
σ
λµ − Γρ

νσ(δΓ
σ
λµ), (1.2.17)

desarrollando la derivada covariante de ∇(δΓρ
µν), despejando ∂λ(δΓ

ρ
νµ), y sustituyendola

en la ecuación anterior se obtiene la variación del tensor de Riemann

δRρ
µλν = ∇λ(δΓ

ρ
νµ)−∇ν(δΓ

ρ
λµ),
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y contrayendo los ı́ndices ρ y Λ se obtiene la variación del tensor de Ricci

δRµν = δRλ
µλν = ∇λ(δΓ

λ
νµ)−∇ν(δΓ

λ
λµ).

Finalmente, es necesario obtener la variación de Γµ
αβ de la ecuación anterior. Sin em-

bargo, el primer término de la ec. (1.2.8) se puede reescribir como∫
d4x

√
−g(gµν∇λ(δΓ

λ
νµ)− gµν∇ν(δΓ

λ
λµ)), (1.2.18)

utilizando la relación ∇λ(g
µνδΓλ

νµ) = gµν∇λ(δΓ
λ
νµ) + δΓλ

νµ∇λg
µν y la compatibilidad de

la métrica ∇λg
µν = 0, la ec. (1.2.18) se lee de la siguiente forma∫

d4x
√
−g(∇λ(g

µνδΓλ
νµ)−∇ν(g

µνδΓλ
λµ)),

renombrando los ı́ndices mudos λ→ σ del primer término y ν → σ del segundo∫
d4x

√
−g∇σ((g

µνδΓσ
νµ)− (gµσδΓλ

λµ)). (1.2.19)

La ecuación anterior es una integral de la derivada covariante de un vector sobre
todo el espacio. El teorema de Stokes establece que la ec. (1.2.19) es igual a la integral
sobre la frontera en el infinito, y dado que el valor en el infinito es cero, el primer
término de la ec. (1.2.8) no contribuye nada a la variación total [37]. La variación total
de la acción de Hilbert es entonces

δSH =

∫
d4x

√
−gRµν(δg

µν) +

∫
d4xR(δ

√
−g).

Sustituyendo la ec. (1.2.16) en la ecuación anterior se obtiene

δSH =

∫
d4x

√
−gRµν(δg

µν) +

∫
d4xR(−1

2

√
−ggµν(δgµν))

=

∫ (
Rµν −

1

2
Rgµν

)
d4x

√
−gδgµν = 0,

cancelando la integral con la derivada funcional de la métrica y despejando se obtienen
las ecuaciones de Einstein en el vaćıo [37]

1√
−g

δSH

δgµν
= Rµν −

1

2
Rgµν = 0.

Agregando la contribución de materia SM a la acción de Hilbert se tiene S =
1

16πG
SH + SM , y calculando la variación δS utilizando el procedimiento anterior se

obtienen las ecuaciones de campo de Einstein para fuentes de materia [37]

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν = 8πGTµν , (1.2.20)
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donde Gµν es el tensor de Einsten y Tµν es el tensor de enerǵıa-momento. La ecuaciones
anteriores pueden pensarse como un conjunto de ecuaciones diferenciales de segundo
orden el cual contiene dieciséis elementos de los cuales solo diez son independientes,
seis de las ecuaciones proporcionan la dinámica del espacio tiempo mientras que los
cuatro restantes son constricciones que determinan las condiciones iniciales del sistema
de ecuaciones [37]. Otra de las propiedades de las ecuaciones de Einstein es que nos
proporcionan una relación matemática entre la geometŕıa del espacio y su densidad de
enerǵıa, esta última está codificada en el tensor de enerǵıa y momento el cual vaŕıa
dependiendo del modelo que se desea estudiar [40].

1.2.3. El tensor de materia y la ecuación de estado

El tensor de materia Tµν que aparece en el lado derecho las ecuaciones de Einstein
(1.2.20) permite cuantificar la cantidad de flujo de enerǵıa y de momento que producen
los campos de part́ıculas en una región del espacio-tiempo [39]. Cada uno de los compo-
nentes de T µν posee un significado f́ısico. Por una parte, la componente T 00 representa
la densidad de enerǵıa de la materia, mientras que las componentes T 0j son el flujo de
enerǵıa en cada una de las direcciones espaciales. Por otro lado, las componentes T k0

representan las densidades de momento en cada una de las coordenadas espaciales. Fi-
nalmente, las componentes T kj del tensor son los flujos de los componentes de momento
a través de cada una de las coordenadas [39].

Una manera de obtener una generalización del tensor Tµν es a partir de la derivada
total del Lagrangiano L, el cual es una función de los campos ψα, sus velocidades ψα,µ,
y de las coordenadas xµ. La derivada total de L es

dL

dxν
=

∂L

∂ψα

∂ψα

∂xν
+

∂L

∂ψα,µ

∂ψα,µ
∂xν

+
∂L

∂xµ
δµν . (1.2.21)

Sustituyendo la generalización de las ecuaciones de Lagrange (1.1.6) para campos clási-
cos

d

dxµ

(
∂L

∂ψα
,µ

)
− ∂L

∂ψα
= 0, (1.2.22)

en la ecuación (1.2.21), y reescribiendo las segundas derivadas parciales de cada término
se llega a

dL

dxν
=

d

dxµ

(
∂L

∂ψα,µ

)
ψα,ν +

∂L

∂ψα,µ
ψα,µν +

∂L

∂xν
.

Asumiendo que el Lagrangiano L no depende explicitamente de las coordenadas xν , el
tercer término del lado derecho de la ecuación es cero. Reescribiendo los primeros dos
términos como la derivada de un producto se tiene que

dL

dxν
=

d

dxµ

(
∂L

∂ψα,µ
ψα,ν

)
.
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Finalmente, utilizando la regla de la cadena en el lado izquierdo y factorizando la
derivada d

dxµ de ambos términos se llega a

d

dxµ

(
∂L

∂ψα,µ
ψα,ν −Lδµν

)
= 0.

La ecuación anterior implica la existencia de un tensor de rango (1, 1) el cual contiene
la información de la densidad y el flujo de enerǵıa del espacio-tiempo. El tensor T µ

ν

está definido por la siguiente ecuación

T µ
ν ≡ ∂L

∂ψα,µ
ψα,ν −Lδµν .

Algunos ejemplos del tensor de enerǵıa-momento son el del campo escalar ϕ, y el
del campo electromagnético libre [41]

T µν
ϕ = ϕ,µϕ,ν − 1

2
gµν(ϕ,σϕ,σ −m2ϕ2),

T µν
EM = F σµF ν

σ +
1

4
gµνF σρFσρ.

donde ϕ,σ = ∂
∂xσϕ y F σµ es el tensor del electromagnetismo de Faraday.

En cosmoloǵıa se suele utilizar polvo o un fluido perfecto como fuente de materia,
en este caso, el tensor T µν está representado por [37]

T µν
Dust = ρUµUν ,

T µν
Pfluid = (ρ+ p)UµUν + pηµν , (1.2.23)

donde U es un campo vectorial tipo-tiempo que representa la cuadrivelocidad del fluido,
ρ y P son funciones escalares que describen la densidad de enerǵıa y la presión del fluido
[42].

Otra ecuación que relaciona la enerǵıa y la presión de un sistema es la ecuación de
estado (EOS por sus siglas en inglés), esta contiene la información de la densidad de
enerǵıa y la presión de la materia que llenan el universo. En cosmoloǵıa, la EOS suele
ser de la forma [40]

P = ωρ, (1.2.24)

donde P y ρ son la presión y la densidad de enerǵıa de la materia. ω es un parámetro
adimensional con valor de ω = 1/3 para part́ıculas ultra-relativistas, y ω = 0 para
materia ordinaria [40]. Particularmente, para describir la enerǵıa oscura se suele utilizar
a la constante cosmológica Λ con la EOS ω = p/ρ = −1.

Se han estudiado generalizaciones de la EOS para describir diferentes escenarios
cosmológicos, por ejemplo, para estudiar modelos cosmológicos hidrodinámicamente
inestables [43] y para describir cosmoloǵıas de Friedmann con viscosidad de Bulk [44, 45]
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1.3. Cosmoloǵıa

La cosmoloǵıa nos brinda información de cómo pudo ser el universo en el pasado,
proporciona una explicación para el presente, y permite predecir su destino. El origen
de la cosmoloǵıa moderna se le atribuye a Einstein con el desarrollo de la relatividad
general y su intento de describir el cosmos. En su modelo cosmológico relativista, Eins-
tein consideró tres caracteŕısticas que deb́ıa poseer el universo. La primera se conoce
como el principio cosmológico y establece que el universo es homogéneo e isotrópico a
gran escala; la segunda fue asumir que el universo posee una geometŕıa espacial cerrada
con curvatura positiva similar a una esfera; y la tercera fue considerar que el universo
era estático, es decir, no exist́ıa la evolución espacial. Sin embargo, sus ecuaciones des-
crib́ıan un universo dinámico, y debido a la incompatibilidad con su modelo introdujo
una constante para forzar al espacio a permanecer estático conocida como la constante
cosmológica Λ . En 1917 De Sitter logró describir un universo vaćıo en expansión al obte-
ner otra solución de las ecuaciones de campo considerando la existencia de la constante
cosmológica. Años más tarde en 1922 y 1927 respectivamente, Friedmann y Lemâıtre
encontraron de manera independiente la solución para un universo con materia, y fue
este último el primero en considerar que el universo se encontraba en expansión [42].
En el año de 1929 se obtuvo la evidencia de que el universo se encuentra en expansión
gracias a una publicación en donde el astrónomo Edwin Hubble mostró la correlación
entre las distancias aparentes de las galaxias y su velocidad de recesión[46].

Posteriormente, en 1946, ya confirmado que el universo se encontraba en expansión,
George Gamow desarrolló la teoŕıa del Big Bang utilizando principios de la f́ısica nuclear
y de la cosmoloǵıa de Friedmann. La teoŕıa del Big Bang establece que, en el pasado,
el contenido de materia del universo debió concentrarse en una pequeña región del
espacio en donde la materia se comportó como un fluido cósmico con una densidad de
enerǵıa infinita, a esta caracteŕıstica se le conoce como singularidad espacial [47]. En
la cosmoloǵıa moderna, la existencia de una singularidad es un problema debido a que
las ecuaciones de la relatividad general dejan de ser aplicables, como consecuencia, es
necesario desarrollar una formulación en la mecánica cuántica que permita obtener una
descripción f́ısica del espacio en t = 0. El problema de la singularidad se presenta al
inicio del tiempo cósmico, y en algunos modelos al final cuando el contenido de materia
provoca un recolapso del espacio [14].

1.3.1. Dinámica de un universo plano, homogéneo e isotrópico

Para describir la expansión del universo se utiliza una función adimensional que
permite conocer la distancia f́ısica entre dos observadores del espacio tiempo conocida
como el factor de escala a(t). Con el factor a(t) y su derivada temporal ȧ(t) se construye
el parámetro de Hubble H(t) para un universo homogéneo e isotrópico. H(t) es una
medida de la tasa de expansión del espacio, y está definido por [48]

H(t) =
ȧ

a
.
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La separación entre dos eventos en un espacio tiempo plano, homogéneo e isotrópico
está determinada por el elemento de ĺınea ds2

ds2 = gµνdx
µdxν = −(dx0)2 + a(t)2((dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2).

La dinámica descrita por la métrica (1.3.1) se obtiene al resolver las ecuaciones de
campo de Einstein (1.2.20). Utilizando la ec. (1.2.1) y la métrica (1.3.1) se obtienen los
śımbolos de Christoffel

Γ0
00 = 0,

Γi
00 = 0,

Γ0
0i = Γ0

i0 = 0,

Γ0
ij = δijaȧ,

Γi
0j = Γi

j0 = δij
ȧ

a
,

Γi
jk = 0.

Con estos valores para la conexión Γλ
µν se construye el tensor de Riemann Rρ

σµν , y de
él se obtiene tensor de Ricci Rµν . Las componentes no nulas del tensor de Ricci son

R00 = −3
ä

a
,

Rij = δij(aä+ 2ȧ2). (1.3.1)

Contrayendo Rµν con la métrica gµν se obtiene el escalar de curvatura R

R = gµνRµν = g00R00 + gijRij

= 3
ä

a
+ 3

[
ä

a
+ 2

(
ȧ

a

)2
]

= 6

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2
]
. (1.3.2)

Desarrollando la componente temporal de la ec. (1.2.20) utilizando R00 de (1.3.1) y
R de (1.3.2) se tiene que (

ȧ

a

)2

=
8πG

3
T00. (1.3.3)

Si el contenido de materia en el universo es un fluido perfecto, el tensor Tµν está definido
por la siguiente ecuación

Tµν = (ρ+ p)UµUν + pηµν .

donde ηµν es la métrica de Minkowsky, ρ es la densidad de enerǵıa, y p es la presión de
la materia [37]. La componente T00 es simplemente ρ y la ec. (1.3.3) se puede rescribir
como (

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ, (1.3.4)
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o en términos del parámetro de Hubble H(t)

H(t)2 =
8πG

3
ρ. (1.3.5)

La ecuación anterior se conoce como la ecuación de Friedmann, y su solución describe
la expansión del universo a través de la evolución del factor de escala a(t); la evolución
de a(t) vaŕıa dependiendo del tipo de materia contenido en el espacio. La solución del
factor de escala para un universo cuyo contenido de materia es únicamente radiación
es, a(t) ∝ t1/2, mientras que, un universo dominado por materia ordinaria no relativista
tiene la solución, a(t) ∝ t2/3 (figura 1.9) [49].

Figura 1.9: Evolución del factor de escala a(t). La linea azul corresponde a la evolución a(t) para un
universo cuyo contenido de materia es unicamente radiación, mientras que, la linea amarilla muestra
la evolución cuando se considera solamente materia no relativista [46].

1.3.2. El modelo estándar cosmológico

El modelo más aceptado para la descripción del universo es el ΛCDM (Lambda
cold dark matter) debido a que sus predicciones poseen una gran coincidencia con los
datos observacionales [50]. Este modelo es descrito por la métrica FLRW propuesta por
Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker [12]

gµν =


−1 0 0 0

0 a2(t)
1−kr2

0 0

0 0 a2(t)r2 0
0 0 0 a2(t)r2 sin2 θ

 , (1.3.6)

donde k es una constante que determina la curvatura del espacio, para k = 0 el universo
es plano, con k = 1 es cerrado, y con k = −1 es abierto.

Nuevamente, la dinámica se obtiene resolviendo las ecuaciones de campo de Einstein
considerando un fluido cósmico perfecto como contenido de materia. Este fluido es
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descrito por un gas perfectamente homogéneo e isotrópico que permea todo el espacio,
y donde el tensor de materia T̂µν tiene la siguiente forma [51]

T̂µν = (ρ+ p)UµUν +

(
p− Λ

8πG

)
gµν , (1.3.7)

en la ecuación anterior, ρ es la densidad de enerǵıa y p es la presión de la materia. Las
componentes no nulas del tensor de Ricci para la métrica (1.3.6) son [37]

R00 = −3
ä

a
,

R11 =
aä+ 2ȧ2 + 2k

1− kr2
,

R22 = r2(aä+ 2ȧ2 + 2k),

R33 = r2 sin2 θ(aä+ 2ȧ2 + 2k), (1.3.8)

contrayendo con la métrica gµν se obtiene el escalar de curvatura R

R = gµνRµν = g00R00 + gijRij

= 3
ä

a
+

3

a2
(aä+ 2ȧ2 + 2k)

= 6

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
. (1.3.9)

De la componente temporal del tensor de Einstein, G00 = 8πGT̂00, se obtiene nueva-
mente la ecuación de Friedmann(

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ+

Λ

3
− k

a2
, (1.3.10)

o en términos del parámetro de Hubble

H2(t) =
8πG

3
ρ+

Λ

3
− k

a2
.

A diferencia de la ec. (1.3.4), la ecuación anterior incluye un término asociado a la
enerǵıa oscura Λ y uno a la curvatura del espacio k. La componente espacial del tensor
Gµν proporciona tres ecuaciones G11, G22, y G33 (una para cada coordenada espacial).
Sin embargo, debido a que la materia se distribuye igual en todas direcciones G11 =
G22 = G33. Desarrollando la componente espacial se obtiene lo siguiente

ä

a
= −1

2

(
ȧ

a

)2

− k

2a2
− 4πGp+

Λ

2
, (1.3.11)

y sustituyendo (1.3.10) en (1.3.11)

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p) +

Λ

3
. (1.3.12)

La ecuación anterior se conoce como la ecuación de Raychaudhuri, y su solución
permite conocer la aceleración de a(t). Ambas ecuaciones, (1.3.10) y (1.3.12), describen
la dinámica del modelo estándar cosmológico ΛCDM a través de la evolución del factor
de escala a(t).
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1.4. Discusión del caṕıtulo 1

En este caṕıtulo se realizó un breve estudio bibliográfico de temas fundamentales de
mecánica clásica, relatividad, y cosmoloǵıa. La finalidad de esta sección es proporcionar
las matemáticas necesarias para la comprensión de este trabajo de tesis, y sentar la bases
para la utilización de un método de aproximación efectivo el cual puede ser aplicado a
sistemas cuánticos complejos. Por otra parte, los conceptos y definiciones desarrollados
aqúı como lo es la conexión, las ecuaciones de Einstein, la ecuación de Friedmann, y
la ecuación de Raychaudhuri, sirven como una introducción general para el estudio de
modelos cosmológicos, por ejemplo, universos homogéneos e isotrópicos en expansión
[51] o modelos más generales como aquellos que describen los efectos de la enerǵıa
oscura a través de viscosidad [44, 52].

En el siguiente caṕıtulo se revisarán definiciones fundamentales de mecánica cuánti-
ca, se introducirá el formalismo del método de aproximación efectiva, y además, se
expondrá brevemente su extensión a un método que involucra un potencial efectivo
generalizado. Posteriormente, se ejemplificará su aplicación utilizando como base tres
modelos cuánticos sencillos.

22



Caṕıtulo 2

Dinámica efectiva del método de
aproximación de momentos

2.1. Mecánica cuántica

A finales del siglo XIX, el profundo conocimiento que se teńıa en las áreas de mecáni-
ca clásica, electromagnetismo, y termodinámica, llevó a los cient́ıficos a pensar que la
f́ısica estaba completa [53]. Sin embargo, a pesar del éxito que hab́ıan tenido estas dis-
ciplinas para explicar algunos eventos naturales, la f́ısica de la época fallaba al tratar
de describir algunos fenómenos, por ejemplo, el espectro de radiación de un cuerpo
negro [54], el efecto fotoeléctrico [55], el movimiento de los electrones al rededor de
un núcleo atómico [53], entre otros. Max Planck fue quien propuso un concepto que
posteriormente se utilizaŕıa para dar solución a estos problemas. La idea de Planck
era que el intercambio de enerǵıa entre la radiación y los alrededores era a través de
cantidades discretas a las cuales denominó cuantos de enerǵıa [56]. Los cuantos son el
producto de una constante universal h (Conocida como la constante de Planck), y de
la frecuencia ν del sistema en cuestión [56]. Con la introducción de este nuevo concepto
fue posible obtener una explicación de los fenómenos que no pod́ıan ser descritos por
la f́ısica clásica.

Para el año de 1925 ya se hab́ıa consolidado la idea de Planck en dos formalismos
independientes que forman parte de lo que hoy se conoce como mecánica cuántica [56].
Por una parte, el f́ısico Erwin Schrödinger hab́ıa desarrollado una formulación a partir
de la mecánica ondulatoria para describir el movimiento de las part́ıculas microscópi-
cas, esto mediante la interpretación de la función de onda ψ. En esta representación,
los observables f́ısicos como la posición y el momento son independientes del tiempo,
son los estados sobre los cuales actúan los observables los que evolucionan. Por otro
lado, Werner Heisenberg hab́ıa desarrollado una formulación en donde la los operadores
f́ısicos son representados como matrices, y la dinámica de sistemas microscópicos se
obtiene al resolver un problema de eigen-valores. A diferencia de la la formulación de
Schrödinger, en esta representación los observables dependen del tiempo y por lo tanto
evolucionan, mientras que, los estados se mantienen fijos [57]. Posteriormente, Paul Di-
rac demostró que ambas representaciones son equivalentes y son dos casos particulares
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de un formalismo más abstracto de operadores lineales en un espacio vectorial [58].

2.2. El teorema de Ehrenfest

En notación de Dirac, la ecuación de Schrödinger de la ec. (A.0.1), y su correspon-
diente del espacio dual son

|ψ̇⟩ = −i
ℏ
H|ψ⟩ ↔ ⟨ψ̇| = ⟨ψ| i

ℏ
H, (2.2.1)

La evolución temporal del valor esperado de un operador Â que no depende expĺıcita-
mente del tiempo es

d

dt
⟨Â⟩ = ⟨ψ̇|Â|ψ⟩+ ⟨ψ|Â|ψ̇⟩

donde ψ es la función de onda inicial con respecto a la cual evoluciona el operador Â.
Sustituyendo (2.2.1) en la ecuación anterior se obtiene

d

dt
⟨Â⟩ = − i

ℏ
⟨ψ|ÂH −HÂ|ψ⟩

= − i

ℏ
⟨[Â,H]⟩. (2.2.2)

La relación anterior se conoce como el teorema de Ehrenfest, y nos permite obtener la
dinámica de los valores esperados de observables [59]. Si el Hamiltoniano es el de una
part́ıcula sujeta a un potencial V (x̂) tal que

Ĥ =
p̂2x̂
2m

+ V (x̂), (2.2.3)

la evolución los operadores de posición x̂, y momento p̂, están determinados por las
siguientes dos ecuaciones

d

dt
⟨x̂⟩ = − i

ℏ
⟨[x̂, H]⟩ = ⟨p̂⟩

m
,

d

dt
⟨p̂⟩ = − i

ℏ
⟨[p̂, H]⟩ = −

〈
∂V̂

∂x̂

〉
.

Con estas dos relaciones se puede construir el análogo cuántico de la segunda ley Newton

m
d2

dt2
⟨x̂⟩ = −

〈
∂V̂

∂x̂

〉
. (2.2.4)

Los estados cuánticos que poseen una incertidumbre despreciable, y cuyos operadores
de posición, y momento están bien definidos, permiten recobrar las ecuaciones clásicas
de movimiento. Para estos estados se tiene que ⟨x̂⟩ = x, y ⟨p̂⟩ = p. Desarrollando el
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lado derecho de la ecuación (2.2.4) en series de Taylor al rededor de un punto x0 inicial,
se tiene que

−
〈
∂V

∂x

〉
= −

〈
∂V

∂x0

〉
− ⟨(x− x0)⟩

〈
∂2V

∂x20

〉
− 1

2

〈
(x− x0)

2
〉〈∂3V

∂x30

〉
− · · · ,

donde el segundo término del lado derecho es cero. Reescribiendo la ecuación anterior
en términos de la fuerza F (x) = −V ′(x) se llega a

⟨F (x)⟩ = F (⟨x0⟩) +
1

2

〈
(∆x)2

〉
F ′′(⟨x0⟩) + · · · ,

donde ∆x = x− x0 es la dispersión de la función de onda. Cuando ∆x es despreciable,
la fuerza que experimenta una una part́ıcula cuántica es exactamente igual a la de
una part́ıcula clásica en el punto inicial x0. Sin embargo, cuando ∆x es significante,
los demás términos del lado derecho de la ecuación contribuyen en el comportamiento
cuántico de la part́ıcula, por lo que, pueden ser considerados como correcciones del
sistema clásico [60].

2.3. Método efectivo de aproximación por momen-

tos

En mecánica cuántica usual, la evolución se determina a partir de la ecuación de
Schrödinger Ĥψ = Eψ donde Ĥ es el operador Hamiltoniano actuando sobre la fun-
ción de onda ψ, y E son los eigenvalores enerǵıa. En esta formulación no es posible
obtener una interpretación clásica de variables de configuración, toda la información
del sistema está codificada en la función de onda. Sin embargo, es posible aplicar el
teorema de Ehrenfest y con ello obtener una ecuación de evolución efectiva por medio
del Hamiltoniano HQ, que depende de valores esperados de los observables ⟨X̂⟩ y ⟨Ŷ ⟩, y
de dispersiones cuánticas (o momentos) Ga,b [61]. La dinámica de este sistema efectivo
se obtiene por medio de la siguiente relación

{⟨f̂⟩, ⟨ĝ⟩} =
1

iℏ
⟨[f̂ , ĝ]⟩. (2.3.1)

Para un par de grados de libertad los momentos se definen como1

Ga,b := ⟨(p̂− ⟨p̂⟩)a(q̂ − ⟨q̂⟩)b⟩Weyl, (2.3.2)

donde el sub́ındice Weyl significa completamente simetrizado2. El bracket de Poisson
entre las variables clásicas y las Ga,b es

{Ga,b, q} = 0,

{Ga,b, p} = 0,

1El formalismo generalizado para este método se puede revisar en la referencia [18].
2Para dos variables canónicas q y p se tiene que ⟨qp⟩Weyl = ⟨qp+ pq⟩/2.
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y entre los momentos se tiene

{Ga,b, Gc,d} = adGa−1,bGc,d−1 − bcGa,b−1Gc−1,d

+
∑
n

(
iℏ
2

)n−1

Kn
abcdG

a+c−n,b+d−n, (2.3.3)

con n siendo la suma que va de 1 < n < Min(a+c, b+d, a+b, c+d) tomando solamente
los números impares. Kn

abcd se define como

Kn
abcd :=

n∑
m=0

(−1)mm!(n−m)!

(
a

m

)(
a

n−m

)
×
(

c

n−m

)(
d

m

)
= 2n

n∑
m=0

(−1)mCm
adC

n−m
bc ,

donde los coeficientes Cd
kn son

Cd
kn :=

n!k!

(n− d)!(k − d)!(2d)!!
=
d!

2d

(
n

d

)(
k

d

)
.

La elección de los momentos Ga,b no es arbitraria, estas variables están sujetas al prin-
cipio de incertidumbre de Heisenberg [18]

G2,0G0,2 − (G1,1)2 ≥ ℏ2

4
. (2.3.4)

En esta formulación efectiva HQ se define como el Hamiltoniano del análogo clásico
aumentado con dispersiones cuánticas como variables dinámicas

HQ =
∞∑
a=0

∞∑
b=0

1

a!b!

∂a+bH

∂pa∂qb
Ga,b, (2.3.5)

donde el primer término de la serie con a = 0, y b = 0 de la ecuación anterior es el
análogo del Hamiltoniano clásico H. En general para k pares de grados de libertad HQ

es

HQ =
∞∑

a1,b1

· · ·
∞∑

ak,bk

1

a1!b1! · · · ak!bk!
∂a1+b1+···+ak+bkH

∂qa11 ∂p
b1
1 ∂q

ak
k ∂p

bk
k

Ga1,b1,··· ,ak,bk . (2.3.6)

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen de este Hamiltoniano efectivo forman por
lo general un sistema de ecuaciones con un número infinito de grados de libertad que es
imposible de resolver completamente, y que describe la evolución efectiva del sistema en
cuestión. A diferencia de la teoŕıa cuántica completa, las ecuaciones efectivas permiten
obtener una solución parcial a través de truncamientos consistentes que reducen los
infinitos grados de libertad a un número finito [62]. Las condiciones iniciales para los
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momentos se calculan a partir de una función de onda Gaussiana ψσ como condición
inicial

ψσ(q̂) =
1

π1/4
√
σ
exp

{
−(q̂ − ⟨q̂⟩)2

2σ2
+
iq̂⟨p̂⟩
ℏ

}
, (2.3.7)

donde el punto máximo de este pulso Gaussiano está determinado por los valores espe-
rados de ⟨q̂⟩, y ⟨p̂⟩. Los momentos iniciales se obtienen a través de la siguiente ecuación

Ga,b ≡
Min(a,b)∑

d=0

(−iℏ)aCd
ab

∫ ∞

−∞
dx̂ψ⋆(x̂)(x̂− ⟨x̂⟩)b−d

(
d

dx̂
− i

⟨p̂⟩
ℏ

)a−d

ψ(x̂),

donde ψ⋆ es el complejo conjugado de la función de onda. En general, para un pulso
Gaussiano se tiene que

Ga,b = 2−(a+b)ℏaσb−a a!b!

(a/2)!(b/2)!
, (2.3.8)

la ecuación anterior se cumple únicamente cuando a y b son pares, en cualquier otro
caso Ga,b = 0. Las dispersiones Ga,b saturan el principio de incertidumbre de Heisenberg

G2,0G0,2 =
ℏ2

4
.

En esta formulación efectiva, el orden de los momentos en a y b son del orden de (a+b)/2
en ℏ3

Ga,b ∝ ℏ
(a+b)

2 .

Al considerar únicamente los momentos de segundo orden es posible observar mo-
dificaciones importantes del sistema clásico. Sin embargo, no se puede obtener la in-
formación completa. A través de un cambio de los momentos Ga,b a sistemas de pares
canónicos si y psi se construye un potencial efectivo generalizado que evita truncamien-
tos [7]. Este potencial se define como

VAll(q, s) =
1

8s2
+

1

2
[V (q + s) + V (q − s)]. (2.3.9)

donde V (q) es el potencial clásico del sistema. En general se tiene que [63]

VAll(xi, sj) =
3∑

i=1

U

2s2i
+

1

8
[V (xi + si) + V (xi − si)] . (2.3.10)

Particularmente, este método de aproximación tiene un amplio rango de aplicación,
por ejemplo, ha sido utilizado para definir un tiempo de tunelaje a través de barreras de
potencial [63], ha permitido estudiar el efecto túnel cuántico de manera efectiva [19], y
ha sido aplicado en un modelo cosmológico de lazos en LQC con constante cosmológica
[20].

3En [62] se establece que los estados Gaussianos que satisfacen esta relación se denominan estados
semiclásicos.
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2.3.1. Análisis efectivo del oscilador armónico cuántico

En una dimensión, el Hamiltoniano del oscilador armónico cuántico posee solamente
un par de variables canónicas, y esta definido por la ecuación (A.1.1)

Ĥ =
p̂2x
2m

+
1

2
mω2x̂2. (2.3.11)

Utilizando la ec. (2.3.5) con un truncamiento a segundo orden se obtiene el Hamiltoniano
efectivo HQ

HQ =
p̂2x
2m

+
1

2
mω2x̂2 +

G2,0

2m
+

1

2
mω2G0,2. (2.3.12)

Las ecuaciones de movimiento se calculan a partir de la ecuación (A.0.18)

˙̂x =
p̂x
m
,

˙̂px = −mω2x̂,

Ġ2,0 =
1

2
mω2

{
G2,0, G0,2

}
,

Ġ1,1 =
1

2m

{
G1,1, G2,0

}
+

1

2
mω2

{
G1,1, G0,2

}
,

Ġ0,2 =
1

2m

{
G0,2, G2,0

}
. (2.3.13)

Los brackets de Poisson del sistema anterior se pueden obtener a partir de la ec. (2.3.3),
o utilizando la definición de las dispersiones Ga,b y la ec. (2.3.1). Para un truncamiento
a segundo orden el álgebra requerida es la siguiente{

G0,2, G1,1
}

= 2G0,2,{
G1,1, G2,0

}
= 2G2,0,{

G0,2, G2,0
}

= 4G1,1, (2.3.14)

reescribiendo (2.3.13) se tienen las siguientes ecuaciones

Ġ2,0 = −2mω2G1,1,

Ġ1,1 =
1

m
G2,0 −mω2G0,2,

Ġ0,2 =
2

m
G1,1. (2.3.15)

De este sistema de ecuaciones se observa que para el oscilador armónico efectivo, las
dispersiones Ga,b evolucionan de manera independiente a los operadores clásicos de
posición y momento. La dinámica del operador de posición se obtiene resolviendo

¨̂x+ ω2x̂ = 0,
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y del sistema (2.3.15) se tiene que los momentos satisfacen las siguientes relaciones [64]

G2,0 = −m2ω2(C sin(2ωt)−D + E cos(2ωt)),

G1,1 = mω(C cos(2ωt)− E sin(2ωt)),

G0,2 = C sin(2ωt) +D + E cos(2ωt). (2.3.16)

Utilizando el resultado anterior y el principio de incertidumbre (ec. (2.3.4)), se tiene
que

D2 ≥ ℏ2

4m2ω2
+ C2 + E2, (2.3.17)

y para C = E = 0

D ≥ ℏ
2mω

. (2.3.18)

Particularmente para oscilador armónico, los momentos contribuyen a la enerǵıa del
sistema [64], de modo que

EGs =
1

2
G2,0 +

1

2
mω2G0,2, (2.3.19)

o escrito de otra forma, utilizando (2.3.16)

EGs = mω2D, (2.3.20)

sustituyendo (2.3.18) en la ecuación anterior se obtiene la contribución mı́nima de los
momentos al oscilador armónico efectivo

EGs =
1

2
ℏω, (2.3.21)

este resultado es exactamente igual al de la enerǵıa del estado basal del oscilador armóni-
co cuántico[64].

Generalmente, cuando se trabaja con sistemas más complejos, las ecuaciones de
movimiento son altamente acopladas y no lineales por lo que es necesario proporcionar
una solución numérica. Las condiciones iniciales para los momentos se pueden obtener
directamente realizando el producto

Ĝa,b = ⟨ψ|(p̂− ⟨p̂⟩)a(x̂− ⟨x̂⟩)b|ψ⟩,

donde ψ corresponde a la función de onda de la ec. (2.3.7), o utilizando la ec. (2.3.8).
Para un truncamiento de segundo orden se tiene que

G2,0 =
ℏ2

2σ2
, G1,1 = 0, G0,2 =

σ2

2
. (2.3.22)

donde σ es la dispersión de la función de onda ψ. La dinámica del oscilador armónico
efectivo se muestra en las figuras (2.1, 2.2).
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(a) σ = 0.5 (b) σ = 1

Figura 2.1: Evolución del valor esperado de x̂ y la incertidumbre de la posición para diferentes valores
de σ.

(a) Evolución de las dispersiones de segundo orden (b) Evolución de las dispersiones de tercer orden

Figura 2.2: Evolución de los momentos Ga,b del oscilador armónico efectivo para diferentes ordenes de
truncamiento.

En las figuras de la imagen (2.1) se muestra que la oscilación del valor esperado
de la posición del oscilador armónico efectivo es similar a la dinámica obtenida de las
soluciones clásicas de movimiento, esto debido a que los momentos de (2.3.13) están
completamente desacoplados de las variables x̂ y p̂. La dinámica obtenida corresponde a
los estados coherentes del oscilador armónico cuántico [65], es decir, la función de onda
oscila constantemente manteniendo su centro en una posición igual al de una part́ıcu-
la clásica. Además, se observa la naturaleza probabiĺıstica de la mecánica cuántica a
través de la incertidumbre de la posición generada a partir de la trayectoria x̂±

√
G2,0.

Finalmente, en la figura (2.2) se muestra la evolución de las dispersiones cuánticas para
truncamientos de segundo y de tercer orden.

2.3.2. Análisis efectivo del péndulo cuántico

El Hamiltoniano clásico del péndulo es de la forma [60]

Hp =
p2θ

2ml2
+mgl(1− cos(θ)), (2.3.23)
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donde m es la masa, l su longitud, y θ es el ángulo que forma con la vertical. Las
ecuaciones clásicas del movimiento para este sistema son

θ̇ =
pθ
ml2

,

ṗθ = −mgl sin(θ), (2.3.24)

derivando ṗθ, y sustituyendo en la ecuación de θ̇ se tiene que

θ̈ +
g

l
sin(θ) = 0.

Para ángulos pequeños con sin(θ) = θ, la ecuación anterior se reduce a la del oscilador
armónico clásico. En las figura 2.3 se muestra la dinámica del péndulo clásico.

(a) Evolución del péndulo clásico para θ ≈ π,
l = 3, y m = 0.06.

(b) Espacio de fase del péndulo clásico para θ ≈
π, l = 3, y m = 0.06.

Figura 2.3: Evolución del péndulo clásico.

El análogo cuántico de la ec. (2.3.23) se obtiene al promover las variables de posición
y momento a operadores

Ĥp̂ =
p̂2θ

2ml2
+mgl

(
1− cos

(
θ̂
))

, (2.3.25)

desarrollando a segundo orden se obtiene el Hamiltoniano efectivo Hp

Hp =
p2θ

2ml2
+mgl(1− cos(θ)) +

1

2ml2
G0,2 +

1

2
mgl cos(θ)G2,0,

con la dinámica determinada por el siguiente sistema de ecuaciones

θ̇ =
pθ
ml2

,

Ṗθ = −mgl sin(θ)
(
1− 1

2
G2,0

)
,

Ġ2,0 =
2

ml2
G1,1,

Ġ1,1 =
1

ml2
G0,2 −mgl cos(θ)G2,0,

Ġ0,2 = −2mgl cos(θ)G1,1. (2.3.26)
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A diferencia de (2.3.13), para el péndulo efectivo, las ecuaciones de movimiento entre
las variables θ y Pθ están acopladas con las de las dispersiones cuánticas Ga,b. En el
ĺımite semiclásico donde ℏ es despreciable, la dinámica que se obtiene es similar a la
del sistema clásico (figura(2.4)).

(a) Evolución del péndulo clásico para θ ≈ π,
l = 3, y m = 0.06, Y ℏ ≈ 0.

(b) Espacio de fase del péndulo clásico para θ ≈
π, l = 3, y m = 0.06.

Figura 2.4: Evolución del péndulo cuántico en el ĺımite semiclásico con ℏ ≈ 0. En color rojo se muestran
las trayectorias clásicas, y en color azul las trayectorias efectivas. En la imagen se observa que cuando
se toma el ĺımite ℏ ≈ 0, la dinámica efectiva es similar a la dinámica clásica.

En las figuras (2.5) y (2.6) se muestra la dinámica efectiva de momentos del péndulo
cuántico. Debido al acoplamiento entre las ecuaciones dinámicas (2.3.26), la evolución

(a) σ = 0.6 (b) σ = 1

Figura 2.5: Evolución efectiva de momentos del péndulo cuántico para diferentes valores de σ. En la
imagen se observa que a medida que aumenta el valor de la dispersión σ, también lo hace la modificación
de la trayectoria efectiva.

de los momentos afecta directamente el comportamiento clásico de θ modificando su
trayectoria, y por tanto el espacio de fase. Particularmente, para este ejemplo se observa
que a medida que aumenta la dispersión σ, también lo hace la incertidumbre de la
posición.
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(a) σ = 0.6 (b) σ = 0.8 (c) σ = 1

Figura 2.6: Evolución del espacio de fase del péndulo efectivo de momentos. En color rojo se muestra
la trayectoria clásica y en verde las trayectorias efectivas. En la imagen se observa que la trayectoria
efectiva describe un anillo el cual incrementa su grosor a medida que aumenta el valor de la dispersión
σ.

Potencial efectivo del péndulo cuántico

Además de la aproximación de momentos, es posible obtener dinámica efectiva de-
sarrollando el potencial generalizado (2.3.9) en donde la información cuántica está con-
tenida en un nuevo par de variables canónicas si y psi . Desarrollando la ec. (2.3.9) para
el Hamiltoniano (2.3.25) se tiene que

V (θ, s) =
1

8s2
+mgl [1− cos(θ) cos(s)] . (2.3.27)

Con este potencial se construye el Hamiltoniano efectivo HA
p

HA
p =

p2θ + p2s
2ml2

+
1

8s2
+mgl [1− cos(θ) cos(s)] , (2.3.28)

y las ecuaciones de movimiento son

θ̇ =
pθ
ml2

,

Ṗθ = −mgl sin(θ) cos(s),
ṡ =

ps
ml2

,

ṗs =
1

4s3
−mgl cos(θ) sin(s). (2.3.29)

En la figura (2.7) se muestra la dinámica efectiva de θ obtenida utilizando el método
del potencial a todo orden para distintos valores de s. En (2.8) se muestra el compor-
tamiento del espacio de fase.
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(a) s = 1 (b) s = 0.17

Figura 2.7: Evolución efectiva del péndulo cuántico utilizando el potencial generalizado. En la imagen
se observa que los valores pequeños de s, aumentan la modificación de las trayectorias efectivas.

(a) s = 1.5 (b) s = 1 (c) s = 0.17

Figura 2.8: Evolución del espacio de fase del péndulo cuántico utilizando el potencial efectivo genera-
lizado. En la imagen se muestra que, para valores de s pequeños, el comportamiento de una part́ıcula
en el espacio de fase es similar al de un atractor.

Particularmente para el péndulo cuántico, en la figura (2.5) se observa que la os-
cilación efectiva no se mantiene constante, sino que aumenta y disminuye ligeramente
con respecto a la amplitud máxima. En el espacio de fase de la figura (2.6) se observa
que a medida que se aumenta la dispersión σ la trayectoria está descrita por un anillo
mostrando la naturaleza probabiĺıstica del sistema. Por otro lado, la dinámica obtenida
utilizando el potencial efectivo muestra una modificación mayor en la oscilación del
ángulo θ (figura (2.7)), en este caso, se observa que, cuando el valor de θ está cerca
del origen, el ángulo presenta un comportamiento vibratorio y posteriormente alcanza
nuevamente su amplitud máxima. En el espacio de fase, la trayectoria efectiva es similar
a la de un atractor (figura 2.8).
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2.4. Modelo estándar cosmológico ΛCDM

El modelo cosmológico estándar con materia oscura fŕıa ΛCDM (Lambda cold dark
matter), es el más utilizado para describir la estructura y la dinámica del universo a
gran escala debido a la gran coincidencia que posee con los datos observacionales [50],
y está descrito por la métrica que define un universo homogéneo e isotrópico propuesta
por Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW) [12]. Debido a su importancia en
cosmoloǵıa, el modelo ΛCDM ha sido estudiado ampliamente con diferentes fines, por
ejemplo, el estudio de las perturbaciones lineales, escalares y tensoriales en modelos
Robertson-Walker espacialmente planos [66] o el análisis de las constricciones obser-
vacionales y su dependencia con el parámetro de curvatura utilizando información de
supernovas tipo Ia (SNIa) y el telescopio espacial Hubble [67].

Los modelos de gravedad modificada como una extensión del modelo estándar per-
miten explicar los efectos de la enerǵıa y materia oscura, dentro de estas extensiones se
encuentra un modelo de gravedad modificada acoplado a un campo escalar que genera
dinámicamente la constante cosmológica a partir de las simetŕıas de Noether [68] y el
desarrollo de un modelo de enerǵıa-momento construido a partir de una corrección en
la acción estándar de Einstein-Hilbert [69]. Además de los modelos de gravedad modi-
ficada, se han realizado cambios en la ecuación de estado que generalizan el contenido
de materia del universo incluyendo viscosidad [52]. La cosmoloǵıa clásica permite es-
tudiar estas propiedades a gran escala. Sin embargo, cuando se retrocede la evolución
cosmológica hasta llegar a escalas microscópicas las ecuaciones de la relatividad general
dejan de ser aplicables y surge una singularidad inicial en donde el radio del universo se
hace cero, a esta singularidad se le conoce como el Big Bang [13], por esta razón, se ha
optado por describir el universo de manera cuántica mediante el uso de una función de
onda en lugar del espacio tiempo clásico [16]. A esta teoŕıa que involucra la descripción
cuántica de la cosmoloǵıa se le conoce como cosmoloǵıa cuántica [61].

En la búsqueda de una teoŕıa de gravedad cuántica que permita estudiar los fenóme-
nos a escalas microscópicas existen diferentes modelos que comparten caracteŕısticas
dentro de los cuales destacan la teoŕıa de cuerdas y la gravedad cuántica de lazos
(LQG). La teoŕıa de cuerdas ha permitido desarrollar escenarios cosmológicos que evi-
tan la singularidad inicial al considerar las fases de colapso y expansión con horizontes
cosmológicos futuros y pasados [70] y tomando en cuenta la presencia de una cons-
tante cosmológica negativa localizada en una hipersuperficie dimensional tipo-tiempo
[71]. Por otro lado, los modelos derivados de LQG con simetŕıa homogénea e isotrópi-
ca, denominados cosmoloǵıa cuántica de lazos (LQC), también han sido efectivos en la
remoción de este tipo de singularidades [72].

La cosmoloǵıa cuántica permite hacer predicciones sobre la evolución del cosmos
a partir de un estado cuántico inicial, este estado puede ser útil para describir carac-
teŕısticas presentes en el universo como la homogeneidad e isotroṕıa a gran escala, o
el espectro de radiación que se obtuvo a partir del origen la estructura de la materia
[17]. Estudiar el comportamiento cuántico de ciertos modelos cosmológicos presenta
generalmente un alto nivel de complejidad, por lo que usualmente es necesario utilizar
métodos de aproximación para obtener una solución parcial del sistema. Las aproxi-
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maciones efectivas son importantes para estudiar modelos derivados de la gravedad
cuántica, ya que proporcionan información importante de sistemas cuánticos complejos
[20].

El modelo clásico ΛCDM

La métrica que describe un universo homogéneo e isotrópico en expansión es la
propuesta por Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker [8]

ds2 = −dt2 + a(t)2
[

dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + θdϕ2)

]
, (2.4.1)

donde k es una constante que representa la curvatura del espacio, y a(t) es una factor
adimensional que determina el radio del universo conocido como el factor de escala. Las
ecuaciones de campo de Einstein son,

Gµν = 8πGT̂µν (2.4.2)

donde Gµν = Rµν + 1/2Rgµν es el tensor de Einstein, y T̂µν = (ρ + p)UµUν + (p −
Λ/(8πG))gµν es el tensor de materia para un fluido cósmico [51]. Utilizando la métrica
de la ec. (2.4.1) se obtienen dos ecuaciones independientes que determinan la evolución
del factor de escala a(t). De la componente temporal de las ecuaciones de Einstein G00

se obtiene la ecuación de Friedmann

ȧ2 =
8πG

3
a2ρ+

Λ

3
a2 − k, (2.4.3)

y de la componente espacial Gij la ecuación de Raychaudhuri

ä = −4πG

3
a(ρ+ 3p) +

Λ

3
a. (2.4.4)

Las ecuaciones (2.4.3) y (2.4.4) contienen tres incógnitas, el factor de escala a(t),
la densidad de enerǵıa ρ(t), y la presión p(t). Con el fin de resolver este sistema se
introduce una ecuación que relaciona la densidad de enerǵıa y la presión de la materia
denominada ecuación de estado

p = (γ − 1)ρ, (2.4.5)

donde γ es una constante cuyo valor está entre 1 < γ < 4/3 para part́ıculas relativistas
y γ = 1 para part́ıculas no relativistas [40]. Combinando la ec. (2.4.3) y ec. (2.4.5) con
la ec. (2.4.4) se obtiene la siguiente expresión

ä

a
= −(3γ − 2)

2

ȧ2

a2
+
γΛ

2
− (3γ − 2)k

2a2
, (2.4.6)

absorbiendo las constantes del tercer término en una nueva constante K

ä

a
= −(3γ − 2)

2

ȧ2

a2
+
γΛ

2
− K

a2
. (2.4.7)
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La solución de la ec. (2.4.7) describe la evolución del factor de escala a(t). La ecuación
anterior se puede reescribir de la siguiente manera

ä = f1(a)ȧ
2 + f2(a), (2.4.8)

donde

f1(a) = −(3γ − 2)

2a
, f2(a) =

γΛa

2
− K

a
. (2.4.9)

Para obtener una formulación Hamiltoniana de este modelo se realiza una transfor-
mación de a → ϕ, pa → pϕ [51], donde la nueva variable ϕ se define de la siguiente
manera

ϕ ≡
∫

exp

(
−
∫
f1(a)da

)
da. (2.4.10)

El Hamiltoniano que se obtiene mediante esta transformación es de la forma H(ϕ, pϕ) =
1
2
p2ϕ+ V̂ϕ, donde ϕ y pϕ son variables canónicas conjugadas. El potencial V̂ (ϕ) se calcula

a partir de la siguiente ecuación

V̂ (ϕ) = −
∫ [

f2(a) exp

(
−
∫
f1(a)da

)]
a→ϕ

dϕ. (2.4.11)

El Hamiltoniano clásico correspondiente al modelo ΛCDM es entonces

HΛCDM =
1

2
p2ϕ −

3

8
γ2Λϕ2 +

K

3γ − 2

(
3γϕ

2

)2−4/3γ

, (2.4.12)

con la función ϕ(t) definida por

ϕ(t) =
2

3γ
a(t)

3γ
2 , (2.4.13)

despejando se obtiene el factor de escala a(t) en términos de la función ϕ(t)

a(t) =

(
3γ

2

) 2
3γ

ϕ(t)
2
3γ . (2.4.14)

De la ecuación anterior se observa que la relación entre la función ϕ(t) y a(t) es po-
linómica, es decir, si la función ϕ(t) crece, también lo hace a(t). La dinámica de (2.4.12)
se obtiene a través del corchete de Poisson entre las variables canónicas con el Hamil-
toniano clásico

ϕ̇ = {ϕ,HΛCDM}, ṗϕ = {pϕ, HΛCDM}, (2.4.15)

las ecuaciones de movimiento para ϕ y pϕ son

ϕ̇ = pϕ,

ṗϕ =
3

4
γ2Λϕ+ f0(ϕ), (2.4.16)
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donde la función f0(ϕ) es

f0(ϕ) = − γK

(3γ − 2)

(
2− 4

3γ

)(
3

2

)2− 4
3γ

(γϕ)1−
4
3γ . (2.4.17)

Para resolver el sistema de ecuaciones anterior de manera numérica se establecen pri-
mero las condiciones iniciales. Debido a que el valor de la constante cosmológica es
pequeño [73], se establece que −0.1 ≤ Λ ≤ 0.1; γ puede tomar valores dentro de un
rango de 1 ≤ γ ≤ 4/3 dependiendo de si el contenido de materia en el universo es
radiación o materia ordinaria. Por último, para el término de curvatura se tiene que
−1 ≤ K ≤ 1. La evolución de la función a(t) corresponde a una expansión acelerada
cuando la constante cosmológica es positiva, y el contenido de materia del universo
es no relativista con γ = 1. En la figura (2.9) se muestra la evolución para diferentes
condiciones iniciales de Λ. La comparación de la evolución de la función ϕ(t) para di-
ferentes contenidos de materia se muestra en la figura (2.10). En este caso, se observa
que la expansión es un orden de magnitud mayor cuando se utiliza radiación en lugar
de materia ordinaria.

(a) Λ = 0.1, γ = 1 y K = 0 (b) Λ = 0, γ = 1, y K = 0

(c) Λ = −0.01, γ = 1, y K = 0

Figura 2.9: Evolución del factor de escala a(t) para diferentes valores iniciales de la constante cosmológi-
ca Λ. En la imágenes se observa que el signo de Λ determina si la evolución del radio del universo a(t)
es acelerada (para Λ positivo), o crece hasta un punto máximo para posteriormente contraerse (para
Λ negativo).
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Figura 2.10: Comparación de la evolución de ϕ(t) para un universo con contenido de materia ordinaria
con γ = 1, y radiación γ = 4/3. El valor de la constante cosmológica es de Λ = 0.1. En la imagen
se observa que la función ϕ(t) es de un orden mayor cuando el contenido del universo es únicamente
radiación.

2.5. El modelo ΛCDM efectivo de momentos

La cosmoloǵıa cuántica intenta resolver problemas cosmológicos clásicos en regiones
pequeñas del espacio con gran cantidad de enerǵıa, como la singularidad inicial. El
estudio efectivo del modelo ΛCDM permite estudiar el origen del universo mediante el
comportamiento del factor de escala a(t) en tiempos cercanos a t = 0. Desarrollando
a segundo orden el Hamiltoniano clásico HΛCDM de la ec. (2.4.12) a través de la ec.
(2.3.5) se obtiene HQΛ

HQΛ = HΛCDM +
1

2

∂2HΛCDM

∂p2ϕ
G2,0 +

∂2HΛCDM

∂pϕ∂ϕ
G1,1 +

1

2

∂2HΛCDM

∂ϕ2
G0,2

= HΛCDM +
1

2
G2,0 + f1(ϕ)G

0,2, (2.5.1)

donde la función f1(ϕ) es

f1(ϕ) = −3

4
γ2Λ +

9

4

γ2K

(3γ − 2)

(
2− 4

3γ

)(
1− 4

3γ

)(
3γϕ

2

)− 4
3γ

. (2.5.2)

Las ecuaciones de movimiento obtenidas de (2.5.1) son

ϕ̇ = pϕ

ṗϕ =
3

4
γ2Λϕ+ f0(ϕ)−

1

2
f2(ϕ)G

0,2

Ġ2,0 = −f1(ϕ)G1,1

Ġ1,1 = G2,0 − f1(ϕ)G
0,2

Ġ0,2 = 2G1,1, (2.5.3)
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con

f2(ϕ) = −9

2

(
γ2K

(3γ − 2)

)(
2− 4

3γ

)(
1− 4

3γ

)(
3γϕ

2

)−1− 4
3γ

, (2.5.4)

y f0 esta dada por la ec. (2.4.17). Nuevamente, las condiciones iniciales para los mo-
mentos de segundo orden G2,0, G1,1, G0,2 satisfacen las siguientes ecuaciones

G2,0 =
ℏ2

2σ2
, G1,1 = 0, G0,2 =

σ2

2
. (2.5.5)

En la imagen (2.11) se muestran las trayectorias efectivas de la función a(t), y el
cinturón de incertidumbre generado por la dispersión cuántica de la posición G0,2 :=
⟨(q̂ − q)2⟩.

(a) Λ = 0.001, γ = 1, y σ = 0.3. (b) Λ = 0.001, γ = 1, y σ = 0.7.

Figura 2.11: Incertidumbre de la posición
√
G0,2 de la función a(t) para un universo con contenido

de materia no relativista. En las figuras se observa que la incertidumbre se incrementa a medida que
transcurre el tiempo sin importar el valor inicial de la dispersión σ

Finalmente, el la figura (2.12) se muestra la remoción de la singularidad inicial para
diferentes valores de la dispersión σ.

El modelo ΛCDM del potencial efectivo

El término potencial del Hamiltoniano HΛCDM (2.4.12) es

V (ϕ) = −3

8
γ2Λϕ2 +

K

(3γ − 2)

(
3γϕ

2

)2− 4
3γ

. (2.5.6)

Desarrollando la ec. (2.3.9) se obtiene el potencial efectivo VA. El Hamiltoniano com-
pleto a todo orden es

HA =
p2ϕ + p2s

2
+ VA, (2.5.7)

con VA igual a

VA =
1

8s2
− 3

8
γ2Λ

(
ϕ2 + s2

)
+

K

2(3γ − 2)

(
3γ

2

)2− 4
3γ (

(ϕ+ s)2−
4
3γ + (ϕ− s)2−

4
3γ

)
.
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(a) Λ = 0.01, y σ = 0.1 (b) Λ = 0.01, y σ = 10

(c) Λ = 0.01, y σ = 30

Figura 2.12: Remoción de la singularidad inicial. En la figura (a) se observa que para σ = 0.1 el radio
del universo a(t) se vuelve cero en un tiempo t = 0. Sin embargo, a medida que aumenta el valor de la
dispersión σ (figura (b) y (c)), también lo hace el radio a(t) evitando la singularidad.

Las ecuaciones de movimiento del Hamiltoniano de la ec. (2.5.7) son

ṗϕ =
3

4
γ2Λϕ+ ϵ0(ϕ, s),

ṗs =
U

Ms3
+

3

4
γ2Λs+ ϵ1(ϕ, s),

ϕ̇ = pϕ,

ṡ = ps,

con ϵ0(ϕ, s) y ϵ1(ϕ, s)

ϵ0(ϕ, s) = − K

2(3γ − 2)

(
2− 4

3γ

)(
3γ

2

)2− 4
3γ (

(ϕ+ s)1−
4
3γ + (ϕ− s)1−

4
3γ

)
,

ϵ1(ϕ, s) =
K

2(3γ − 2)

(
2− 4

3γ

)(
3γ

2

)2− 4
3γ (

(ϕ− s)1−
4
3γ + (ϕ+ s)1−

4
3γ

)
. (2.5.8)
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2.6. Discusión del caṕıtulo 2

En general, estudiar sistemas cuánticos complejos que sean apegados a la realidad
es complicado debido a que usualmente estos son imposibles de resolver exactamente.
Debido a esto, es adecuado aplicar métodos de aproximación que permitan generar
soluciones parciales del sistema, por ejemplo, la teoŕıa de perturbaciones, y el método
WKB. Otra técnica de aproximación son los métodos efectivos.

En esta tesis se trabajó con un método de aproximación efectiva de sistemas cuánti-
cos, que consiste en la construcción de un Hamiltoniano semiclásico ampliado HQ con
el cual es posible obtener la dinámica del sistema de la manera usual, haciendo uso
del corchete de Poisson entre los valores esperados de las variables de configuración y
HQ. Este Hamiltoniano se define como el Hamiltoniano del análogo clásico aumenta-
do con valores esperados de dispersiones cuánticas (o momentos) Ga,b como variables
dinámicas. Los momentos son interpretados como correcciones del sistema clásico, y
contienen una parte de la información cuántica, en particular, información de la dis-
persión de la función de onda. Debido a que HQ contiene en general un número infinito
grados de libertad, las ecuaciones dinámicas obtenidas son imposibles de resolver de
manera completa, y usualmente es necesario realizar truncamientos consistentes en los
momentos para obtener un sistema soluble que pueda ser analizado numéricamente.
Este método de aproximación describe la dinámica efectiva en el ĺımite semiclásico en
donde ℏ es pequeño, cuando se considera ℏ → 0 se recuperan las ecuaciones clásicas de
movimiento. Los momentos Ga,b dependen de potencias positivas de ℏ, por lo que los
ordenes superiores tienen una menor contribución al sistema completo.

Los momentos, orden por orden, no forman un sistema clásico canónico ya que, en
general, no hay un número par de ellos. Sin embargo, se puede realizar una re-definición
de estas variables en términos de pares de variables canónicos sn, y psn , y también es
posible obtener un potencial efectivo generalizado que evita truncamientos [7, 74].

En la mecánica de Schrödinger, la posición de una part́ıcula no está definida debido
a la naturaleza probabiĺıstica de la teoria. Sin embargo, la aplicación de este método
efectivo a sistemas cuánticos permite recuperar la noción de trayectorias de part́ıculas
en mecánica cuántica efectiva.

La aproximación efectiva de momentos y del potencial generalizado, han permitido
estudiar sistemas cuánticos interesantes, que van desde el tunelaje cuántico [19], hasta
modelos de cosmoloǵıa cuántica [20], entre otros. En el siguiente caṕıtulo se discute
la dinámica efectiva del modelo cosmológico de Bianchi IX, que puede ser interpretado
como una generalización del modelo cosmológico homogéneo e isotrópico, ya que incluye
anisotroṕıas.
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Caṕıtulo 3

Estudio efectivo del modelo
cosmológico cuántico de Bianchi IX

3.1. Cosmoloǵıa homogénea y el modelo de Bianchi

IX

El principio cosmológico establece que el universo es homogéneo e isotrópico a gran
escala1. La homogeneidad se refiere a que no hay lugares privilegiados, es decir, no
hay forma de diferenciar en que parte del espacio se encuentra un observador, y la
distribución de la densidad de enerǵıa es similar en todas partes (figura 3.1). La isotroṕıa
se refiere a que no existen direcciones privilegiadas, estando en un punto del espacio
todas las direcciones parecen ser iguales [48]. Los modelos cosmológicos homogéneos

Figura 3.1: Ejemplo de espacios con una distribución isotrópica, inhomogenea (a la izquierda), y ho-
mogénea anisotrópica (a la derecha).

e isotrópicos concuerdan con los datos observacionales a gran escala [75, 76], y son

1Las propiedades de homogeneidad e isotroṕıa se observan en el universo a partir de distancias
mayores a los 100 Mega-Parsec [48].
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descritos con gran precisión por el modelo FLRW, cuyo elemento de linea es [14]

ds2 = −dt2 + a2(t)

[
dr2

1−Kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)

]
, (3.1.1)

donde la constante K determina si la topoloǵıa del espacio tridimensional es abierta
con K = −1, plana con K = 0, o cerrada con K = 1. La forma de ds2 determina las
propiedades del espacio. Por ejemplo, la homogeneidad se representa por funciones que
dependen únicamente del tiempo (en el caso de la ecuación (3.1.1) la homogeneidad
está determinada por el factor de escala a(t)), mientras que una métrica diagonal gij,
representa un espacio isotrópico cuando cada una de sus entradas son idénticas [14].

A pesar de que el universo actual es altamente isotrópico, inicialmente no tuvo
por que ser aśı. La generalización de los modelos FLRW que describen un espacio
homogéneo anisotrópico se denominan cosmoloǵıas de Binachi y van desde el tipo I
hasta el tipo IX [77]. Algunos de estos modelos se reducen a la cosmoloǵıa FLRW
bajo ciertas condiciones, aquellos que no lo hacen se vuelven altamente anisotrópicos
a gran escala [78]. En particular, los universos FLRW con curvatura negativa, nula, y
positiva corresponden a las cosmoloǵıas de Bianchi Tipo − V , Tipo − I, y Tipo − IX
respectivamente. Los universos de Bianchi están representados por una variedad M de
dimensión 4 equipada con una métrica gµν , en donde el espacio está representado por
hipersuperficies que folian la variedad [79], y se clasifican a partir de la elección de
las constantes de estructura Cc

ab mencionadas en la sección de relatividad general [77].
Debido a que estos modelos cosmológicos incluyen anisotroṕıas, poseen menos simetŕıas
que la cosmoloǵıa FLRW, es decir, cuentan con menor cantidad de vectores de Killing
linealmente independientes [77]. Los vectores de Killing satisfacen la siguiente ecuación
[80]

[Ka, Kb] = Cc
abKc (3.1.2)

en donde Ka, Kb, Kc son vectores de Killing, y Ck
ij son las constantes de estructura.

En general, las constantes de estructura se pueden escribir en términos de una matriz
diagonal nij de la siguiente manera [79]

Ck
ij = ϵijln

kl, (3.1.3)

en donde ϵijl es el tensor de Levi-Civita. En la tabla (3.1) se muestra la clasificación
de los modelos de Bianchi en términos de los componentes a1, a2, y a3 de la matriz nkl

[79].
Particularmente, para la cosmoloǵıa del Bianchi IX, el espacio es invariante ante

transformaciones del grupo de rotaciones SO(3, R). A diferencia del modelo de Bianchi
IX, un universo invariante ante rotaciones en un solo eje se conoce como universo de
Taub [14]. Los universos descritos por las cosmoloǵıas tipo Bianchi IX y Bianchi V III
son los modelos cosmológicos más importantes porque representan una solución general
de las ecuaciones de Einstein cerca de la singularidad inicial [81].

44



Universos de Bianchi
Tipo n1 n2 n3

I 0 0 0
II 1 0 0
V I0 0 1 −1
V II0 0 1 1
V III −1 1 1
IX 1 1 1

Tabla 3.1: Clasificación de los modelos de Bianchi en términos de las constantes n1, n2, y n3

.

3.2. El modelo Mixmaster clásico

3.2.1. Métrica anisotrópica de Kasner

La métrica de Kasner describe el comportamiento de un universo homogéneo an-
isotrópico en tiempos cercanos de la singularidad inicial. En este modelo cosmológico,
la topoloǵıa del espacio tridimensional es plana [39], y es descrita por el elemento de
linea ds2

ds2 = −dt2 + t2P1dx2 + t2P2dy2 + t2P3dz2, (3.2.1)

en donde las constantes P1, P2 y P3 se denominan coeficientes de Kasner. Estos deter-
minan de qué manera se contrae y se expande el espacio en cada dirección [39]. Cuando
los coeficientes Pi son iguales la ecuación anterior se reduce a la métrica de la ec. (1.3.1)
con t2p = a(t) la cual describe un universo homogéneo e isotrópico. Los coeficientes Pi

satisfacen las siguientes dos relaciones∑
i

Pi = 1,∑
i

P 2
i = 1. (3.2.2)

Para un modelo con simetŕıa rotacional en donde P2 = P3, los valores de los coeficientes
obtenidos a partir de la ec. (3.2.2) son P2 = P3 = 2/3 y P1 = −1/3. En particular,
estos valores de Pi permiten al espacio contraerse en una dirección y expandirse en
las otras dos [39]. Un universo descrito por la métrica de Kasner permitiŕıa observar
corrimientos al rojo debido a la expansión generada por los coeficientes positivos, y un
corrimiento al azul por el coeficiente negativo. Sin embargo, en el universo cosmológico
actual solo se observan corrimientos al rojo, lo cual puede ser explicado a través de la
posible existencia de sistemas de isotropización [82, 83]. Por ejemplo, a medida que se
expande el universo, la densidad de enerǵıa atribuida a las anisotroṕıas ρaniso decae más
rápido que la densidad de enerǵıa de la materia ρmatter como se muestra en la siguiente
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relación [39]

ρaniso ∝ 1

a6
,

ρmatter ∝ 1

a3
.

Otro de los mecanismos de isotropización esta directamente relacionado con los procesos
disipativos [84, 85], los efectos de corrimiento al rojo y al azul presentes en la radiación
implican un decremento y un incremento de enerǵıa respectivamente, por lo que, el
intercambio de enerǵıa térmica entre estas diferencias de temperatura disminuiŕıa la
densidad ρaniso [39].

Cerca de la singularidad inicial los coeficientes de Kasner dejan de ser constantes y
se vuelven funciones del tiempo [39]. Para tiempos cercanos a t = 0, los coeficientes Pi

satisfacen las siguientes ecuaciones

P1 =
−u

1 + u+ u2
,

P2 =
1 + u

1 + u+ u2
,

P3 =
u(1 + u)

1 + u+ u2
.

(3.2.3)

en donde u(t) es el parámetro de Khalatnikov-Lifshitz.
A partir de la métrica de Kasner se puede obtener un modelo cosmológico an-

isotrópico más general que involucre curvatura y cuya topoloǵıa sea la de una esfera.
Esta generalización corresponde al modelo anisotrópico de Bianchi IX. Reescribiendo
la métrica espacial gij de la ec. (3.2.1) en términos de una parametrización α(t) para el
volumen del universo, y β(t) para las anisotroṕıas espaciales, la métrica gij es

gij = exp(2α)(exp(2β))ij → (ln(g))ij = 2αδij + 2βij, (3.2.4)

donde βij es una matriz con traza nula tr(βij) = 0. Los componentes de βij satisfacen
las siguientes ecuaciones [15]

β11 = β+ +
√
3β−,

β22 = β+ −
√
3β−,

β33 = −2β+, (3.2.5)

con las nuevas variables β± definidas de la siguiente manera

β+ = −1

2
ln

(
a3

(a1a2a3)1/3

)
,

β− =
1

2
√
3
ln

(
a1
a3

)
,

(3.2.6)
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donde a1, a2, y a3 representan el factor de escala en cada una de las direcciones espa-
ciales. En el caso particular donde el universo es completamente isotrópico, es decir, los
factores a1, a2, y a3 son iguales, las anisotroṕıas desaparecen [86]. En términos de α, y
βij, la métrica de la ecuación (3.2.1) es [39]

ds2 = −dt2 + e2α(e2β)ijdx
idxj.

La métrica de la ecuación anterior describe un modelo anisotrópico sin curvatura, y
corresponde a un universo tipo Bianchi I [39]. Finalmente, sustituyendo las bases dxidxj

de la ecuación anterior por σiσj se obtiene una métrica que describe un espacio tiempo
de hipersuperficies con t = cte con topoloǵıa esférica [39]

ds2 = −N2dt2 + e2α(e2β)ijσ
iσj, (3.2.7)

en donde N es la función lapso, y σi es

σ1 = cos(ψ)dθ + sin(ψ) sin(θ)dϕ,

σ2 = sin(ψ)dθ − cos(ψ) sin(θ)dϕ,

σ3 = dψ + cos(θ)dϕ.

La ráız cuadrada del determinante de la métrica
√

det(gij) de la ec. (3.2.4) permite
cuantificar el volumen del universo a(t) [87]

a(t) =
√
det(gij) = exp(3α). (3.2.8)

La relación entre el parámetro α, β+, y β− con el factor de escala a(t) es la siguiente
[15]

α(t) =
1

3
ln(a(t)),

β+(t) =
1− P3

2
α(t),

β−(t) =
√
3(P1 − P2)α(t). (3.2.9)

La ecuación (3.2.8) muestra que cuando α → −∞, a(t) → 0, lo cual corresponde a la
singularidad inicial. Eliminando α(t) usando las ecuaciones para (β+, β−) de (3.2.9) se
tiene

α =

(
1− P3

2
+
√
3(P1 − P2)

)−1

(β+ + β−) , (3.2.10)

sustituyendo P1 = P3 = 2/3, y P2 = −1/3 de la ecuación anterior

α =

(
1 + 6

√
3

6

)−1

(β+ + β−) , (3.2.11)
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usando este resultado para reescribir a(t) en términos de β± en (3.2.8) se obtiene la
siguiente relación

a(t) = e

(
18

1+6
√
3

)
(β++β−)

. (3.2.12)

Finalmente, utilizando la métrica de la ec. (3.2.7), la componente 00 de las ecuaciones
de Einstein (1.2.20) es [39]

3(α̇2 − β̇+
2 − β̇−

2
)− 1

2
(3RIX) = 8πT 00, (3.2.13)

con

3RIX =
1

2
e−2α tr(2e−2β+ − e4β−). (3.2.14)

La ec. (3.2.13) representa una ecuación de enerǵıa para el modelo de Bianchi IX
expresada en un término cinético más potencial [39].

3.2.2. Dinámica del Mixmaster

El modelo cosmológico Mixmaster es una generalización del modelo anisotrópico de
Kasner que se obtiene a partir de una reformulación de las ecuaciones de Einstein en el
formalismo ADM, y permite describir el comportamiento del espaciotiempo cerca de la
singularidad inicial [15]. La dinámica es descrita por un Hamiltoniano H que se obtiene
a través de la variación de la siguiente acción [15]

I =

∫
dt
(
pαα̇ + p+dβ̇+ + p−dβ̇− −NH

)
, (3.2.15)

donde pα, y p± son los momentos conjugados de α, y β± [86]. H está definido como

H =
k

3(8π)2
e−3α

(
−p2α + p2+ + p2− + V

)
, (3.2.16)

con

V =
3(4π)2

k2
e4αV (β±). (3.2.17)

Particularmente, para el modelo de Bianchi IX, el potencial V (β±) es [14]

V (β±) = e−8β+ − 4e−2β+ cosh
(
2
√
3β−

)
+ 2e4β+

[
cosh

(
4
√
3β−

)
− 1
]
,(3.2.18)

este potencial es una función en el espacio de anisotroṕıas β+, β−, y está representado
gráficamente por triángulos equiláteros que evolucionan en el tiempo como se muestra
en la figura (3.3). En general, H contiene la f́ısica de todos los universos de tipo Binachi
en el término potencial V de la ecuación (3.2.17), en donde a cada modelo de Bianchi
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le corresponde un potencial diferente [81]. En la figura (3.2) se muestran las lineas de
equipotencial para las cosmoloǵıas de Bianchi desde el tipo I hasta el tipo IX [14].

La dinámica del Mixmaster se obtiene a través de la variación de (3.2.15) respecto
de cada una de las variables e igualando a cero [86]. La variación respecto a pα y p± es

pα = −6(4π)2

Nk
e3αα̇,

p± = −6(4π)2

Nk
e3αβ̇, (3.2.19)

mientras que, la variación con respecto de la función lapso N genera la constricción
Hamiltoniana

H = 0. (3.2.20)

La ecuación anterior se reduce a la versión de (3.2.13) en el vaćıo cuando se sustituyen
los momentos por las velocidades [39]. Resolviendo la ec. (3.2.16) para pα, y utilizando
la constricción ec. (3.2.20) se tiene que

−pα = HIX =
√
p2+ + p2− + V , (3.2.21)

donde se define HIX como el Hamiltoniano para el modelo de Bianchi IX [15]. Este
Hamiltoniano describe la dinámica del universo representado como una part́ıcula sujeta
a un potencial variable en el tiempo. Cerca de la singularidad (α → −∞), la velocidad
de las anisotroṕıas β̇ con respecto a la expansión es [15]

β̇ =

√(
dβ+
dα

)2

+

(
dβ−
dα

)2

, (3.2.22)

donde

β̇± =
dβ±
dα

=
∂HIX

∂p±
=

p±
HIX

. (3.2.23)

Multiplicando (3.2.21) por H−1
IX en ambos lados de la ecuación se obtiene

p2+
H2

IX

+
p2−
H2

IX

+
3(4π)4

k2
H−2

IXe
4αV (β±) = 1, (3.2.24)

y restando β̇2 de ambos lados se tiene

3(4π)4

k2
H−2

IXe
4αV (β±) = (1− β̇2), (3.2.25)

además

d

dα
ln
(
H2

IX

)
= 4

(
3(4π)4

k2
H−2

IXe
4αV (β±)

)
. (3.2.26)
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Si el Hamiltoniano se conserva, entonces H2
IX es una constante de movimiento y su

derivada respecto a α es igual a 0

d

dα
ln
(
H2

IX

)
= 0 → HIX = Cte. (3.2.27)

Comparando las ec. (3.2.25) y ec. (3.2.26) se observa que la velocidad de la part́ıcula
cerca de la singularidad es igual a la unidad

β̇ = 1. (3.2.28)

Por otro lado, cuando α → −∞ el término potencial de (3.2.21) es despreciable. En
este caso cuando V es cero, la dinámica es la misma que la de una part́ıcula libre [15].
La ecuación (3.2.21) es entonces

HIX =
√
p2+ + p2− = Cte, (3.2.29)

con las ecuaciones de movimiento

β̇± =
p±
HIX

,

p± = Cte. (3.2.30)

Cuando la part́ıcula se acerca a una de las barreas del potencial, este adquiere la forma
[15]

V (β±) ≈ 1/3e−8β+ , (3.2.31)

y justo antes de la interacción, se asume que la posición de la part́ıcula y del potencial
son iguales, por lo que, β+ ≈ βwall. Utilizando la siguiente relación

3(4π)4

k2
H−2

IXe
4αV (β±) ≈ 1, (3.2.32)

donde V (β±) está dado por (3.2.31), sustituyendo (3.2.31) en (3.2.32), y resolviendo
para β+ se llega a que

β+ ≈ βwall =
1

2
α− 1

8
ln

(
k2

3(4π)4
H2

IX

)
, (3.2.33)

derivando con respecto a α se obtiene la velocidad con la que se alejan las paredes del
potencial

β̇wall =
1

2
. (3.2.34)

Como la velocidad de la part́ıcula β̇ es el doble de la velocidad con la que se alejan las
paredes del potencial β̇wall, la part́ıcula experimenta rebotes en cada una de las paredes
a medida que se retrocede en el tiempo, pasando de un régimen en donde la dinámica
está determinada por el potencial V ≈ 1/3e−8β+ (Bianchi II) al de una part́ıcula libre
(Bianchi I) una y otra vez [15].
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3.2.3. Solución numérica del Mixmaster

Consideremos el Hamiltoniano de la ec. (3.2.21)

HIX =

√
p2+ + p2− +

3(4π)2

k2
e4αV (β±), (3.2.35)

donde V (β±) es el potencial de la ec. (3.2.18). Las ecuaciones clásicas de movimiento
son

ẋ =
px
HIX

,

ẏ =
py
HIX

,

ṗx = 4
3(4π)2

k2HIX

e4α
(
e−8x − e−2x cosh

(
2
√
3y
)
− e4x

(
cosh

(
4
√
3
)
− 1
))

,

ṗy = 4
√
3
3(4π)2

k2HIX

e4α
(
e−2x sinh

(
2
√
3y
)
− e4x sinh

(
4
√
3
))

. (3.2.36)

En donde se han renombrado las variables β± → (x, y), y p± → (px, py). La evolución
numérica obtenida del sistema de ecuaciones anterior se muestra en figura (3.4). En
ella se observa que a medida que la part́ıcula se acerca a la singularidad inicial, es
decir, cuando la trayectoria está cerca del origen, esta experimenta reflexiones en las
barreras de potencial. En la figura (3.5) se observa esta misma trayectoria en el espacio
tridimensional (β+, β−, α).

Particularmente, cuando β+ → −∞ y |β− ≪ 1|, el Hamiltoniano HIX se reduce a
HW [15]

HW =

√
p2+ + p2− +

3(4π)2

k2
e4αe−8x, (3.2.37)

con las siguientes ecuaciones de movimiento

ẋ =
px
HIX

,

ẏ =
py
HIX

,

ṗx = 4
3(4π)2

k2HIX

e4αe−8x,

ṗy = 0. (3.2.38)

Por otro lado, con β+ → +∞ y |β− ≪ 1|, se tiene HV [15]

HV =

√
p2+ + p2− + 48

3(4π)2

k2
e4αy2e4x, (3.2.39)
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con la dinámica representada por las siguientes ecuaciones

ẋ =
px
HIX

,

ẏ =
py
HIX

,

ṗx = −96
3(4π)2y2

k2HIX

e4αe4x,

ṗy = −48
3(4π)2y

k2HIX

e4αe4x. (3.2.40)
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(a) Bianchi tipo I (b) Bianchi tipo II (c) Bianchi tipo III

(d) Bianchi tipo IV (e) Bianchi tipo V (f) Bianchi tipo VI

(g) Bianchi tipo VII (h) Bianchi tipo VIII (i) Bianchi tipo IX

Figura 3.2: Lineas equipotenciales para los universos tipo Bianchi.
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Figura 3.3: Potencial V (β+, β−) del modelo de IX de Bianchi. β+ y β− representan las anisotroṕıas
del espacio.

(a) Evolución clásica con t = 6. (b) Evolución clásica con t = 15.

Figura 3.4: Evolución de la trayectoria clásica de una part́ıcula sujeta al potencial V (β+, β−) para
diferentes tiempos t. En la figura se muestra cómo la dependencia temporal de V (β+, β−) tiene como
consecuencia la reflexión en diferentes lineas equipotenciales.
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Figura 3.5: Trayectoria clásica de una part́ıcula del modelo de Bianchi IX. En la imagen se muestran
las reflexiones de la trayectoria clásica de una part́ıcula sujeta al potencial V (β+, β−) en espacio
(β+, β−, α). En la parte inferior de la figura se muestran las curvas de nivel de V (β+, β−).
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En las figuras (3.6), y (3.7) se muestra la evolución obtenida de los Hamiltonianos
HW , y HV para diferentes condiciones iniciales de (β+, β−).

(a) Trayectorias clásicas sujetas al potencial del Hamilto-
niano HW

(b) Trayectorias clásicas sujetas al potencial del Hamilto-
niano HV

Figura 3.6: Trayectorias clásicas de una part́ıcula en diferentes regiones del potencial V (β+, β−).

Figura 3.7: Trayectorias clásicas para en la región β+ → +∞, y |β− ≪ 1| del potencial V (β+, β−).

56



3.3. Análisis efectivo del modelo Mixmaster cuánti-

co

3.3.1. Desarrollo efectivo de momentos de HIX

Por simplicidad, y para facilitar la aplicación numérica del método de momentos, se
reescriben nuevamente β± → (x, y), y p± → (px, py) . El Hamiltoniano de la ec. (3.2.35)
es entonces

HIX =

√
p2x + p2y +

3(4π)2

k2
e4αV (x, y), (3.3.1)

donde el potencial V (x, y) es

V (x, y) = e−8x − 4e−2x cosh
(
2
√
3y
)
+ 2e4x

[
cosh

(
4
√
3y
)
− 1
]
. (3.3.2)

Utilizando la definición del Hamiltoniano (3.3.1) y truncando a segundo orden se obtiene
la siguiente expresión

HQIX = HIX +
(
H−1

IX − p2xH
−3
IX

)
G0200 +

(
H−1

IX − p2yH
−3
IX

)
G0002

+ η(α)

[
2
∂

∂x

(
g1(x, y)H

−1
IX

)
G2000 + 2

√
3
∂

∂y

(
g2(x, y)H

−1
IX

)
G0020

− 4px
H3

IX

g1(x, y)G
1100 − 4

√
3py

H3
IX

g2(x, y)G
0011

]
(3.3.3)

donde las funciones g1(x, y), g2(x, y), y η(α) son

g1(x, y) = −e−8x + e−2x cosh
(
2
√
3y
)
+ e4x

(
cosh

(
4
√
3y
)
− 1
)

g2(x, y) = −e−2x sinh
(
2
√
3y
)
+ e4x sinh

(
4
√
3y
)
,

η(α) =
3(4π)2

k2
e4α. (3.3.4)

El primer y tercer ı́ndice de las potencias de Gabcd corresponden a las coordenadas
x, y, respectivamente, mientras que el segundo y el cuarto a las coordenadas de los
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momentos px, py. Las ecuaciones de movimiento para las variables clásicas son

ẋ =
px
HIX

− 2pxη(α)
∂

∂x

(
g1(x, y)H

−3
IX

)
G2000 − 4η(α)g1(x, y)

∂

∂px

(
pxH

−3
IX

)
G1100

+
1

2

∂

∂px

(
H−1

IX − p2xH
−3
IX

)
G0200 + 2

√
3η(α)

∂2

∂px∂y

(
g2(x, y)H

−1
IX

)
G0020

− 4
√
3pyη(α)

∂

∂px

(
H−3

IX

)
g2(x, y)G

0011 +
1

2

∂

∂px

(
H−1

IX − p2yH
−3
IX

)
G0002,

ẏ =
py
HIX

+ 2η(α)
∂2

∂x∂py

(
g1(x, y)H

−1
IX

)
G2000 − 4pxη(α)

∂

∂py

(
g1(x, y)H

−3
IX

)
G1100

+
1

2

∂

∂py

(
H−1

IX − p2xH
−3
IX

)
G0200 + 2

√
3η(α)

∂2

∂px∂y

(
g2(x, y)H

−1
IX

)
G0020

+
∂

∂y

(
H−1

IX − p2yH
−3
IX

)
G0011 +

1

2

∂

∂py

(
H−1

IX − p2yH
−3
IX

)
G0002,

ṗx = −4η(α)g1(x, y)H
−1
IX − 2η(α)

∂2

∂x2
(
g1(x, y)H

−1
IX

)
G2000 − 4η(α)

∂2

∂x∂px

(
g1(x, y)H

−1
IX

)
G1100

− 1

2

∂

∂x

(
H−1

IX − p2xH
−3
IX

)
G0200 − 2

√
3η(α)

∂2

∂x∂y

(
g2(x, y)H

−1
IX

)
G0020

+ 4
√
3pyη(α)

∂

∂x

(
g2(x, y)H

−3
IX

)
G0011 − 1

2

∂

∂x

(
H−1

IX − p2yH
−3
IX

)
G0002,

ṗy = −4
√
3η(α)g2(x, y)H

−1
IX − 2η(α)

∂2

∂x∂y

(
g1(x, y)H

−1
IX

)
G2000 + 4pxη(α)

∂

∂y

(
g1(x, y)H

−3
IX

)
G1100

− 1

2

∂

∂y

(
H−1

IX − p2xH
−3
IX

)
G0200 − 2

√
3η(α)

∂3

∂y3
(
g2(x, y)H

−1
IX

)
G0020

− 4
√
3η(α)

∂2

∂y∂py

(
g2(x, y)H

−1
IX

)
G0011 − 1

2

∂

∂y

(
H−1

IX − p2yH
−3
IX

)
G0002, (3.3.5)

y para los momentos

Ġ2000 =
8px
H3

IX

η(α)g1(x, y)G
2000 − 2

(
H−1

IX − p2xH
−3
IX

)
G1100

Ġ1100 = 4η(α)
∂

∂x

(
g1(x, y)H

−1
IX

)
G2000 −

(
H−1

IX − p2xH
−3
IX

)
G0200

Ġ0200 = 8η(α)
∂

∂x

(
g1(x, y)H

−1
IX

)
G1100 − 8px

H3
IX

η(α)g1(x, y)G
0200

Ġ0020 =
8
√
3py

H3
IX

η(α)g2(x, y)G
0020 − 2

(
H−1

IX − p2yH
−3
IX

)
G0011

Ġ0011 = 4
√
3η(α)

∂

∂y

(
g2(x, y)H

−1
IX

)
G0020 −

(
H−1

IX − p2yH
−3
IX

)
G0002

Ġ0002 = 8
√
3η(α)

∂

∂y

(
g2(x, y)H

−1
IX

)
G0011 − 8

√
3py

H3
IX

η(α)g2(x, y)G
0002.

(3.3.6)

58



Las ecuaciones del sistema anterior están acopladas y son altamente no lineales, por
lo que, es necesario implementar una solución numérica para obtener la evolución de
las trayectorias efectivas. Utilizando el pulso Gaussiano de (2.3.7) se determinan las
condiciones iniciales para los momentos Gabcd. Para un truncamiento a segundo orden
se tiene que

G2000 = G0020 =
ℏ2

2σ2
, G1100 = G0011 = 0, G0200 = G0002 =

σ2

2
. (3.3.7)

La evolución de las trayectorias efectivas obtenidas al solucionar el sistema de ecua-
ciones (3.3.5) y (3.3.6), utilizando las condiciones iniciales (3.3.7) se muestran en la
figura (3.8). En ella se observa que, la retroacción de momentos cuánticos con las va-
riables clásicas afecta directamente el comportamiento de las anisotroṕıas x y y en el
espacio (x, y). La razón por la cual se reescribió el factor de escala de la ec. (3.2.12)
en términos de las anisotroṕıas es comparar el comportamiento clásico y el efectivo
del factor de escala a(t). En la figura (3.9) se muestra la incertidumbre de la posición
x ±

√
G0200 de la trayectoria efectiva de una part́ıcula. En la figura (3.10) Se muestra

el comportamiento efectivo del parámetro α(t) con respecto al factor de escala a(t).
Finalmente en (3.11) se muestra la remoción de la singularidad inicial.

(a) σ = 20 (b) σ = 5 (c) σ = 2.7

Figura 3.8: Comparación de trayectorias clásicas y efectivas en el espacio (β+, β−) para diferentes
valores de σ.
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Figura 3.9: Evolución de la incertidumbre de una trayectoria efectiva del modelo de Bianchi IX. En
color verde se muestra la trayectoria efectiva de una part́ıcula que se mueve en el espacio de anisotroṕıas
(β+, β−). La sombra azul corresponde a la evolución de la incertidumbre de la posición x±

√
G0200 .

(a) Comparación de evolución clásica y efectiva
para σ = 20

(b) Comparación de evolución clásica y efectiva
para σ = 3.5

(c) Comparación de evolución clásica y efectiva
para σ = 2.7

Figura 3.10: Comparación la trayectoria clásica (en rojo) y efectiva (en verde) del modelo de Bianchi
IX. En la imagen se observa qué cuando α→ ∞, el factor de escala a(t) → 0. Además, se muestra la
modificación de la trayectoria clásica debida a la retroacción de lo momentos cuánticos para diferentes
valores de la dispersión σ.
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(a) Comparación de evolución clásica y efectiva
para σ = 20

(b) Comparación de evolución clásica y efectiva
para σ = 3

(c) Comparación de evolución clásica y efectiva
para σ = 2.2

Figura 3.11: Comparación de trayectorias clásicas (en rojo) y efectivas (en verde) del factor de escala
a(t) para diferentes valores de σ. En la figura se muestra que la retroacción de los momentos permite
remover la singularidad inicial cuando se consideran distintos valores de la dispersión σ.
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3.3.2. Desarrollo efectivo de momentos de HV

Reescribiendo el Hamiltoniano HV de la ec. (3.2.39) en términos de las variables
x, y, y sus momentos se tiene

HV =

√
p2x + p2y + 48

3(4π)2

k2
y2e4αe4x. (3.3.8)

Truncando nuevamente a segundo orden la ec. (2.3.5) para dos grados de libertad, y
utilizando HV se obtiene HQV

HQV = HV + 4ζ(α)y2e4x
(
−1

2
ζ(α)y2e4xH−3

V +H−1
V

)
G2000 − 2ζ(α)y2e4xH−1

V pxG
1100

+
1

2

(
H−1

V −H−3
V p2x

)
G0200 +

1

2
ζ(α)e4x

(
−ζ(α)y2e4xH−3

V +H−1
V

)
G0020

− ζ(α)ye4xH−1
V pyG

0011 +
1

2

(
H−1

V −H−3
V p2y

)
G0002 (3.3.9)

en donde ζ(α) es

ζ(α) = 48
3(4π)2

k2
e4α (3.3.10)

62



Las ecuaciones de movimiento para los pares de variables canónicas son

ẋ = H−1
V px + 4ζ(α)y2e4x

∂

∂px

(
−1

2
ζ(α)y2e4xH−3

V +H−1
V

)
G2000 − ∂

∂x

(
H−1

V −H−3
V p2x

)
G1100

+
1

2

∂

∂px

(
H−1

V −H−3
V p2x

)
G0200 +

1

2
ζ(α)e4x

∂

∂px

(
−ζ(α)y2e4xH−3

V +H−1
V

)
G0020

− ζ(α)ye4xpy
∂

∂px
H−3

V G0011 +
1

2

∂

∂px

(
H−1

V −H−3
V p2y

)
G0002

ẏ = H−1
V py + 4ζ(α)y2e4x

∂

∂py

(
−1

2
ζ(α)y2e4xH−3

V +H−1
V

)
G2000 − 2ζ(α)e4xpx

∂

∂y

(
y2H−3

V

)
G1100

+
1

2

∂

∂py

(
H−1

V −H−3
V p2x

)
G0200 +

1

2
ζ(α)e4x

∂

∂py

(
−ζ(α)y2e4xH−3

V +H−1
V

)
G0020

+
∂

∂y

(
H−1

V −H−3
V p2y

)
G0011 +

1

2

∂

∂py

(
H−1

V −H−3
V p2y

)
G0002

ṗx = −2ζ(α)y2e4xH−1
V − 4ζ(α)y2

∂

∂x

[
e4x
(
−1

2
ζ(α)y2e4xH−3

V +H−1
V

)]
G2000

− 8ζ(α)y2e4x
∂

∂px

(
−1

2
ζ(α)y2e4xH−3

V +H−1
V

)
G1100 − 1

2

∂

∂x

(
H−1

V −H−1
V p2x

)
G0200

− 1

2
ζ(α)

∂

∂x

[
e4x
(
−ζ(α)y2e4xH−3

V −H−1
V

)]
G0020 + ζ(α)ypy

∂

∂x

(
e4xH−3

V

)
G0011

− 1

2

∂

∂x

(
H−1

V −H−1
V p2y

)
G0002,

ṗy = −ζ(α)ye4xH−1
V − 4ζ(α)e4x

∂

∂y

[
y2
(
−1

2
ζ(α)y2e4xH−3

V +H−1
V

)]
G2000

+ 2ζ(α)e4xpx
∂

∂y

(
y2H−3

V

)
G1100 − 1

2

∂

∂y

(
H−1

V −H−1
V p2x

)
G0200

− 1

2
ζ(α)e4x

∂

∂y

(
−ζ(α)y2e4xH−3

V +H−1
V

)
G0020 − ζ(α)e4x

∂

∂py

(
−ζ(α)y2e4xH−3

V +H−1
V

)
G0011

− 1

2

∂

∂y

(
H−1

V −H−1
V p2y

)
G0002, (3.3.11)

y para los momentos

Ġ2000 = 4ζ(α)y2e4xH−3
V pxG

2000 − 2
(
H−1

V −H−3
V p2x

)
G1100,

Ġ1100 = 8ζ(α)y2e4x
(
−1

2
ζ(α)y2e4xH−3

V +H−1
V

)
G2000 −

(
H−1

V −H−3
V p2x

)
G0200,

Ġ0200 = 16ζ(α)y2e4x
(
−1

2
ζ(α)y2e4xH−3

V +H−1
V

)
G1100 − 4ζ(α)y2e4xH−3

V pxG
0200,

Ġ0020 = 2ζ(α)ye4xH−3
V pyG

0020 − 2
(
H−1

V −H−3
V p2y

)
G0011,

Ġ0011 = ζ(α)e4x
(
−ζ(α)y2e4xH−3

V +H−1
V

)
G0020 −

(
H−1

V −H−3
V p2y

)
G0002,

Ġ0002 = 2ζ(α)e4x
(
−ζ(α)y2e4xH−3

V +H−1
V

)
G0011 − 2ζ(α)ye4xH−3

V pyG
0002. (3.3.12)

En la figura (3.14) se muestra la comparación clásica y efectiva de HV y HQV .
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(a) Comparación de las trayectorias clásicas y semiclásicas con σ =

(b) Comparación de las trayectorias clásicas y semiclásicas con σ = 15

(c) Comparación de las trayectorias clásicas y semiclásicas con σ = 20

Figura 3.12: Comparación de las trayectorias clásicas y efectivas de HV , y HQV .
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3.4. Potencial efectivo del Mixmaster cuántico

3.4.1. Desarrollo de HV en series de Taylor

Debido a la complejidad del Hamiltoniano de la ec. (3.3.1), no es posible aplicar
el potencial efectivo generalizado sin realizar antes una transformación canónica que
permita reescribirlo en término cinético más potencial. Sin embargo, es más sencillo
aplicarlo al Hamiltoniano de la ec. (3.3.8).

Desarrollando HV a tercer orden para las variables x y y se tiene que

H
′

V =
√
p2x + p2yHV = p2x + p2y + 2304e4tπ2

(
1

2
y2 + xy2 + x2y2 +

2

3
x3y2

)
, (3.4.1)

donde H
′
V es el Hamiltoniano HV escalado por un factor constante

√
p2x + p2y, y cuyo

término potencial es una función polinómica de x y y. Este Hamiltoniano posee la forma
necesaria para el desarrollo del potencial efectivo. Las lineas de equipotencial para este
nuevo Hamiltoniano se muestran en la figura (3.13).

Figura 3.13: Lineas de equipotencial del Hamiltoniano H
′

V .

En la figura (3.14) se muestra la comparación de la evolución obtenida a partir de
HV y H

′
V .

Finalmente, en (3.15) se muestra la evolución de H
′
V para diferentes condiciones

iniciales.
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(a) Segundo orden

(b) Tercer orden

Figura 3.14: Comparación de las trayectorias obtenidas de HADM y de su serie de Taylor a segundo y
tercer orden en β+ y β−

Figura 3.15: Trayectorias clásicas de H
′

V para diferentes condiciones inciales.

3.4.2. Potencial efectivo de H
′

V

Sustityuendo H
′
V en (2.3.10) se obtiene el potencial efectivo V A

V A(x, y, s1, s2) =
1

8s21
+

1

8s22
+ 288e4tπ2

[
s22f1(x, s1) +

4

3
s1s2f2(x, s1)y +

1

3
f3(x, s1)y

2

]
,

(3.4.2)

donde

f1(x, s1) = 1 + 2(x+ x2) +
4

3
x3 + 2s21(1 + 2x),

f2(x, s1) = 3 + 2s21 + 6(x+ x2),

f3(x, s1) = 3 + 6(x+ x2) + 4x3 + 6s21(1 + 2x).

El Hamiltoniano efectivo para la región β+ → +∞, y |β− ≪ 1| del potencial V (β+, β−)
es

HA
IX = p2x + p2y + p2s1 + p2s2 + V A, (3.4.3)
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del que se obtiene el siguiente sistema dinámico

ṗx = −1152e4tπ2

[(
1

2
+ x+ x2 + s21

)
(s22 + y2) + 2s1s2(1 + 2x)y

]
,

ṗy = −192e4tπ2 [2s1s2f2(x, s1) + f3(x, s1)] ,

ṗs1 =
1

4s31
− 1152e4tπ2

[
s1(1 + 2x)(s22 + y2) + s2(1 + 2s21 + 2x+ 2x2)y

]
,

ṗs2 =
1

4s32
− 576e4tπ2

[
s2f1(x, s1) +

2

3
s1f2(x, s1)y

]
,

ẋ = 2px,

ẏ = 2py,

ṡ1 = 2ps1 ,

ṡ2 = 2ps2 . (3.4.4)

La evolución del sistema de ecuaciones (3.4.4) se muestra en la figura (3.16).

(a) s1 = s2 = 0.035

(b) s1 = s2 = 0.055

(c) s1 = s2 = 0.065

Figura 3.16: Las trayectorias verdes corresponden a la evolución del sistema utilizando el potencial
a todo orden con las variables cuánticas cercanas a s1 = s2 = 0.065, mientra que, las azules son las
trayectorias clásicas.
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3.5. Discusión del caṕıtulo 3

En este caṕıtulo se trabajó de manera efectiva el modelo cuántico cosmológico de
Bianchi IX a través del modelo Mixmaster, el cual puede ser interpretado como una ge-
neralización de un universo homogéneo e isotrópico debido a que incluye anisotroṕıas. El
Hamiltoniano clásico de la teoŕıa del Mixmaster contiene la f́ısica de todos los modelos
de Bianchi; la forma del potencial es quien determina el tipo de anisotroṕıas. Particu-
larmente para el potencial del Bianchi IX, se desarrolló un Hamiltoniano semiclásico
efectivo a segundo orden a través del cual se obtuvo un conjunto de ecuaciones dinámi-
cas que contienen la información clásica y parcialmente la información cuántica del
sistema, y cuya solución permite recobrar la noción clásica de trayectorias de part́ıcu-
las, que no existen en la mecánica cuántica usual, en particular, trayectorias efectivas
del factor de escala a(t), y de las anisotroṕıas del espacio. Las modificación de las tra-
yectorias clásicas se debe a la retroacción de los momentos cuánticos con la posición
semiclásica del sistema.

En particular, la evolución del factor de escala muestra un comportamiento similar
al de la cosmoloǵıa FLRW del caṕıtulo anterior, en el sentido que en ambos modelos es
posible la remoción de la singularidad inicial cuando se varia el parámetro de dispersión
σ de la ec. (2.3.7). Sin embargo, la evolución de a(t) para el modelo Mixmaster provee
información adicional que no es posible observar en las graficas del modelo isotrópico.
Por ejemplo, la solución del sistema de ecuaciones para tiempos negativos muestra
un comportamiento similar al obtenido por metodoloǵıas de cuantización de lazos [72,
88, 89, 90, 91]. Por otra parte, debido a la naturaleza del modelo la retroacción de los
momentos no afecta solamente la evolución de a(t) sino también a las anisotroṕıas. Estás
últimas muestran un comportamiento similar a las del sistema clásico. Una evolución
tridimensional en el espacio (a(t), β+, β−) permite observar qué, medida que el radio del
universo tiende a cero, las anisotroṕıas β+, y β− oscilan teniendo como consecuencia
una expansión y contracción del espacio en cada una de las direcciones espaciales.
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Caṕıtulo 4

Conclusión y discusión

En esta tesis se trabajó con una teoŕıa efectiva que permite obtener una aproxima-
ción de sistemas cuánticos complejos para los cuales es imposible resolver la ecuación
de Schrödinger, y que, además, permite recobrar la noción de trayectorias clásicas que
no se tiene en la mecánica cuántica usual. La dinámica se obtiene a partir de un Ha-
miltoniano efectivo representado por la ampliación del Hamiltoniano clásico por medio
de valores esperados de dispersiones y momentos cuánticos a todos órdenes. De manera
general, las ecuaciones de movimiento obtenidas a partir de este Hamiltoniano confor-
man un sistema dinámico con un número infinito de grados de libertad que usualmente
son no lineales y acopladas. Por ello es necesario recurrir a métodos numéricos para
obtener la evolución del sistema.

En el caṕıtulo 1 se introdujeron brevemente los conceptos y definiciones básicas
de la mecánica clásica, relatividad, y cosmoloǵıa. El propósito principal de esto es
proporcionar las herramientas matemáticas para una mejor comprensión de la aplicación
del método efectivo, aśı como condensar la obtención de las ecuaciones de Hamilton para
sistemas clásicos, y las ecuaciones de Einstein y de Friedman para el estudio de modelos
cosmológicos clásicos.

En el caṕıtulo 2 se introdujo brevemente el formalismo efectivo de momentos, y
una generalización del mismo que involucra un potencial efectivo que tiene la parti-
cularidad de incluir todos los ordenes de las variables cuánticas en un nuevo par de
variables canónicas, es decir, no requiere truncamientos. Se ejemplificó su aplicación en
tres sistemas cuánticos conocidos, el oscilador armónico, el péndulo cuántico, y el mo-
delo FLRW de la cosmoloǵıa. En particular, se determinaron trayectorias efectivas de
part́ıculas que modifican el comportamiento clásico debido a la interacción del sistema
con los momentos cuánticos, a excepción del oscilador armónico en donde las variables
clásicas y cuánticas se desacoplan. Los resultados efectivos obtenidos para el péndulo
cuántico y el modelo FLRW muestran un comportamiento interesante que los diferen-
cia del sistema clásico. Por ejemplo, para el modelo FLRW se encontró que es posible
la remoción de la singularidad inicial cuando se vaŕıa el parámetro σ de dispersión de
la función de onda del sistema de la ecuación (2.3.7).

Finalmente, en el caṕıtulo 3 se trabajó con el modelo de Bianchi IX, que es una ge-
neralización del modelo FLRW al incluir grados de libertad anisotrópicos, y se encontró
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una relación directa entre el factor de escala del universo y las anisotroṕıas espaciales.
Solamente los modelos de Bianchi tipo I, V , y IX se reducen a la cosmoloǵıa FLRW
bajo ciertas condiciones, particularmente, el modelo tipo IX contiene al sistema ho-
mogéneo isotrópico con curvatura positiva como caso especial. Aquellos modelos que
no se reducen a las cosmoloǵıas FLRW terminan siendo altamente anisotrópicos a gran
escala, de ah́ı la importancia de estudiar el modelo de Bianchi IX. Por otra parte, el
modelo homogéneo anisotrópico mas general se conoce como el modelo Mixmaster. Este
permite la reformulación de las ecuaciones de Einstein en un formalismo Hamiltoniano
a través de la formulación ADM. La forma del término potencial en el Hamiltoniano
del modelo Mixmaster determina el tipo de cosmoloǵıa anisotrópica. En particular, se
obtuvo la evolución de los valores esperados de las anisotroṕıas del modelo Mixmaster
correspondiente a un universo tipo Bianchi IX, lo cual permitió obtener la evolución
efectiva del factor de escala. Los resultados muestran un comportamiento similar a los
obtenidos por la metodoloǵıa de cuantización de lazos de [72, 88, 89, 90, 91] en donde se
demuestra que es posible la remoción de la singularidad inicial. Debido a la complejidad
del modelo Mixmaster, no fue posible la aplicación del potencial efectivo generalizado
por lo que fue necesario trabajar una versión reducida para obtener la evolución, la
cual consiste en considerar una región part́ıcular del potencial completo y desarrollar el
Hamiltoniano en serie de potencias. Esto permitió generar un nuevo Hamiltoniano en
donde el término potencial es una función polinómica de las anisotroṕıas. Sin embargo,
esta versión reducida no contiene la información f́ısica completa del sistema y se utilizó
únicamente para ejemplificar la aplicación del potencial a todo orden.

El método efectivo de momentos permite realizar una comparación directa entre
las evolución efectiva y la del sistema clásico. Las trayectorias efectivas representan
la evolución de los valores esperados de los operadores de posición y de momento, los
cuales se pueden interpretar como la evolución de la trayectoria de una part́ıcula clásica
debido al teorema de Ehrenfest. El carácter cuántico del sistema está codificado debido
a la existencia de incertidumbres de las trayectorias.

Particularmente, la cuantización usual en cosmoloǵıa implica promover las varia-
bles clásicas a operadores para generar posteriormente un operador Hamiltoniano y
finalmente aplicarlo a la función de onda del sistema. Este procedimiento conduce a
la ecuación de Wheeler-DeWitt (WDW), la cual es muy complicada de resolver. Las
trayectorias obtenidas del método efectivo representan el valor esperado del radio del
universo, lo cual es similar a resolver la ecuación de WDW para encontrar la función
de onda, y posteriormente calcular el valor esperado del operador â(t).

El objetivo principal de esta tesis fue aprender una metodoloǵıa de aproximación
efectiva que permite trabajar sistemas cuánticos complejos que no pueden ser resueltos
a través de la cuantización usual. En particular, se eligió el modelo Mixmaster debido a
su importancia en la cosmoloǵıa clásica, y a la complejidad de su forma Hamiltoniana.
Como se ha visto anteriormente, trabajar sistemas cuánticos bajo este esquema de apro-
ximación permite obtener la dinámica efectiva sin necesidad de utilizar herramientas
matemáticas complejas, esto mediante el uso del álgebra de Poisson, lo cual genera las
ecuaciones de movimiento de forma más directa. El hecho de que el método de momen-
tos permita obtener una solución aproximada de un sistema insoluble, hace que este
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formalismo efectivo sea una herramienta matemática poderosa para estudiar sistemas
cuánticos complejos. Debido a que los resultados obtenidos en esta tesis son similares a
los de otros trabajos de investigación, fue posible cumplir completa y satisfactoriamente
el objetivo principal de la tesis.
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Apéndice A

Mecánica cuántica

A.0.1. La función de onda y el principio de incertidumbre de
Heisenberg

En mecánica cuántica, la dinámica de un sistema f́ısico se obtiene a través de una
ecuación diferencial de segundo orden conocida como la ecuación de Schrödinger

iℏ
∂ψ

∂t
= − ℏ2

2m

∂2ψ

∂x2
+ V (x)ψ, (A.0.1)

donde ψ es la función de onda que contiene la dinámica completa del sistema. Por si sola,
ψ no tiene interpretación f́ısica, en cambio, su módulo al cuadrado |ψ(x, t)|2 representa
una densidad de probabilidad que permite encontrar a una part́ıcula en una región
del espacio en un tiempo. Debido a esta naturaleza probabiĺıstica, las caracteŕısticas
de una part́ıcula como lo son sus valores de su posición y de momento no poseen un
valor espećıfico, sino que están distribuidos en una región particular del espacio. Sin
embargo, cuando se trata de medir una de estas propiedades, la función de onda colapsa
y se define su posición [93]. A medida que pasa el tiempo, la función de onda evoluciona
y se dispersa cambiando su distribución de probabilidad. La medida de esta dispersión
definida por la desviación estándar del valor esperado de la part́ıcula es ∆x̂ = x̂− ⟨x̂⟩
con la varianza ⟨(∆x̂)2⟩ definida por

⟨(∆x̂)2⟩ ≡ ⟨x̂2⟩ − ⟨x̂⟩2. (A.0.2)

En general, no es posible describir dos cantidades f́ısicas simultaneamente, debido
a que están restringidos al principio de incertidumbre de Heisenberg el cual establece
una restricción para determinar con exactitud el valor de dos variables canónicas [47]

∆x̂∆p̂ ≥ ℏ
2
. (A.0.3)

A.0.2. Matemáticas de la mecánica cuántica

En notación de Dirac, un ket |α⟩ es un vector que contiene toda la información
de un estado f́ısico en un espacio vectorial complejo denominado espacio de Hilbert1.

1Los espacios de Hilbert se pueden consultar mas a detalle en la referencia [94].
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A cada ket de este espacio le corresponde una vector dual denominado bra ⟨α|. La
correspondencia entre ambos espacios vectoriales es

c|α⟩ ↔ c∗⟨α|
c|α⟩+ d|β⟩ ↔ c∗⟨α|+ d∗⟨β|

donde c, d son números complejos y c∗, d∗ son el complejo conjugado [57]. Existen he-
rramientas matemáticas representadas por matrices que actúan sobre los ket de estado
|α⟩ denominados operadores Â, estos transforman los ket del espacio vectorial a otro
en el mismo espacio Â|ω⟩ = |ν⟩, similarmente ⟨ω|Â = ⟨ν|[56]. Los operadores satisfacen
las siguientes propiedades [58]

|ω⟩ = Â|ν⟩ ↔ ⟨ω| = ⟨ν|Â†

Â(|ω⟩+ |ν⟩) = Â|ω⟩+ Â|ν⟩ ↔ (⟨ω|+ ⟨ν|)Â† = ⟨ω|Â† + ⟨ν|Â†

Â(a|ω⟩) = aÂ|ω⟩ ↔ (⟨ω|a∗)Â† = a∗⟨ω|A†

donde la función † es la traspuesta conjugada del operador Â. Un operador es Hermı́tico2

si es igual a su transpuesta conjugada si

Â† = Â,

y anti-Hermı́tico si

Â† = −Â,

Para cada operador Â existen eigen estados correspondientes a estados f́ısicos |α⟩ de-
notados por |a′⟩, |a′′⟩, |a′′′⟩, tal que

Â|a′⟩ = a′|a′⟩,
Â|a′′⟩ = a′′|a′′⟩,
Â|a′′′⟩ = a′′′|a′′′⟩.

donde a′, a′′, a′′′ son los eigenvalores del operador Â.
Dados 3 operadores Â, B̂, y Ĉ se definen las operaciones de conmutación entre ellos

de la siguiente manera [59]

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â,

[Â, B̂Ĉ] = B̂[Â, Ĉ] + [Â, B̂]Ĉ,

[ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂.

2En mecánica cuántica, los observables como la posición, el momento y la enerǵıa, están represen-
tados por operadores Hermı́ticos.
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En mecánica cuántica, los pares de variables canónicas de una part́ıcula como la
posición y el momento son promovidos a operadores en el espacio de Hilbert. Estos
operadores que permiten hacer mediciones f́ısicas de los estados se denominan observa-
bles. En general, estos pares satisfacen ciertas reglas de conmutación. Particularmente,
para la posición y momento se tiene que [57]

[x̂i, x̂j] = 0, [p̂i, p̂j] = 0, [x̂i, p̂j] = iℏδij Î . (A.0.4)

donde Î es el operador identidad.
La forma más general de la ec. (A.0.3) para dos operadores canónicamente conju-

gados Â y B̂ es [93]

⟨(∆Â)2⟩⟨(∆B̂)2⟩ ≥
(

1

2i
⟨[Â, B̂]⟩

)2

. (A.0.5)

En notación de Dirac, el valor esperado de un operador se define a través de la función
de onda ψ, y es igual a ⟨Â⟩ = ⟨ψ|Â|ψ⟩.

A.0.3. Función de onda y dinámica en la mecánica cuántica

La función de onda en las bases de posición y momento

Dados dos estados arbitrarios β y α, su producto interno ⟨β|α⟩ permite medir la super-
posición del estado |α⟩ en el estado |β⟩. El producto ⟨β|α⟩ es [57]

⟨β|α⟩ =

∫
dx′ψ∗

β(x
′)ψα(x

′),

donde ψα(x
′) = ⟨x′|α⟩ es la función de onda en la base de posición, y ψ∗

β(x
′) = ⟨β|x′⟩

es el complejo conjugado. En la base de momento, se tiene que ϕα(p
′) = ⟨p′|α⟩, con el

complejo conjugado ϕα(p
′) = ⟨β|p′⟩. La probabilidad de encontrar un observable Â en

un rango de −∞ a ∞ se obtiene mediante el producto ⟨β|Â|α⟩

⟨β|Â(x̂)|α⟩ =

∫ ∞

−∞
dx′ψ∗

β(x
′)Â(x′)ψα(x

′),

⟨β|Â(p̂)|α⟩ =

∫ ∞

−∞
dp′ϕ∗

β(x
′)Â(p′)ϕα(p

′).

Donde la primera integral corresponde a la probabilidad de encontrar un observable en
la base de posición, y la segunda en la base de momento.

El cambio de base de momento a posición (y viceversa), se obtiene aplicando el
operador de proyección Λx′ = |x′⟩⟨x′| sobre el ket de momento |p′⟩ de tal manera que
Λx′ |p′⟩ = |x′⟩⟨x′|p′⟩. El producto interno ⟨x′|p′⟩ es la magnitud de la proyección en la
base |x′⟩, y está determinado por la siguiente ecuación

⟨x′|p′⟩ = N exp

(
ip′x′

ℏ

)
. (A.0.6)
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Donde N es una constante cuyo valor se determina desarrollando el bracket ⟨x′|x′′⟩ en
la base de posición p′

⟨x′|x′′⟩ =

∫
dp′⟨x′|p′⟩⟨x′′|p′⟩∗, (A.0.7)

sustituyendo la ecuación (A.0.6) en (A.0.7) se tiene

⟨x′|x′′⟩ =
∫
dp′N2 exp

(
ip′x′

ℏ

)
exp

(
−ip′x′′

ℏ

)
=

∫
dp′N2 exp

(
ip′

ℏ
(x′ − x′′)

)
,

y dado que ⟨x′|x′′⟩ = δ(x′ − x′′), la ecuación anterior es simplemente [57]

δ(x′ − x′′) =

∫
dp′N2 exp

(
ip′

ℏ
(x′ − x′′)

)
. (A.0.8)

La ecuación (A.0.8) es similar a la forma integral de la función Delta con δ(x′ − x′′) =
δ(ν) [95]

δ(ν) =
1

2π

∫
exp(iuν)du. (A.0.9)

A través del cambio de variable u = p′/ℏ, la ecuación anterior adquiere la forma

δ(ν) =
1

2πℏ

∫
exp

(
ip′

ℏ
ν

)
dp′. (A.0.10)

Comparando las expresiones de la ec. (A.0.10) y (A.0.8) se tiene que N = 1/
√
2πℏ. Por

lo que, la ec. (A.0.6) es

⟨x′|p′⟩ =
1√
2πℏ

exp

(
ip′x′

ℏ

)
. (A.0.11)

La ecuación anterior representa una función de onda plana del eigen estado de momento
|p′⟩. Utilizando la ec. (A.0.11) se obtiene una relación para las funciones de onda ψα(x

′)
y ϕα(p

′)

ψα(x
′) = ⟨x′|α⟩ =

[
1√
2πℏ

] ∫
dp′ exp

(
ip′x′

ℏ

)
ϕα(p

′),

ϕα(p
′) = ⟨p′|α⟩ =

[
1√
2πℏ

] ∫
dx′ exp

(
−ip′x′

ℏ

)
ψα(x

′).

Este par de ecuaciones muestra una relación simétrica entre las funciones de onda en
las bases de posición y de momento, y corresponden a una transformación de Fourier
[57].
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Dinámica en la mecánica cuántica: Representación de Schrödinger y
representación de Heisenberg

En la representación de Schrödinger, la evolución de un estado arbitrario |α⟩ a través
del tiempo está determinada por el operador de evolución temporal U(t, t0). Dados dos
estados |α, t0⟩ y |α, t⟩ a diferentes tiempos, se tiene que [57]

|α, t0; t⟩ = U(t, t0)|α, t0⟩. (A.0.12)

En notación de Dirac, la ecuación de Schrödinger para el operador de evolución temporal
es

iℏ
∂

∂t
U(t, t0) = ĤU(t, t0), (A.0.13)

resolviendo la ecuación diferencial para U(t, t0) se tiene

U(t, t0) = exp

(
−
(
i

ℏ

)∫ t

t0

dt′H(t′)

)
. (A.0.14)

Multiplicando la ec. (A.0.13) por |α, t0⟩ por la derecha se obtiene

iℏ
∂

∂t
|α, t0; t⟩ = Ĥ|α, t0; t⟩. (A.0.15)

La evolución de la función de onda ψ(x′, t) = ⟨x′|α, t0; t⟩ a través del tiempo se
obtiene multiplicando ⟨x′| por la izquierda de la ec. (A.0.15)

iℏ
∂

∂t
⟨x′|α, t0; t⟩ = ⟨x′|Ĥ|α, t0; t⟩. (A.0.16)

Utilizando el operador Hamiltoniano Ĥ = p̂2

2m
+ V (x̂)3, la ec. (A.0.16) es

iℏ
∂

∂t
⟨x′|α, t0; t⟩ = − ℏ2

2m

∂2

∂x̂′2
⟨x′|α, t0; t⟩+ V (x′)⟨x′|α, t0; t⟩,

esta ecuación muestra la evolución de estados arbitrarios |α⟩ en el tiempo.
En la representación de Heisenberg, el operador de evolución temporal no cambia

un estado arbitrario |α⟩, es decir,

U |α⟩ = |α⟩,
⟨β|U † = ⟨β|,

El producto interno ⟨β|α⟩ es entonces

⟨β|Â|α⟩ = ((⟨β|U †)Â(U |α⟩)) = ⟨β|(U †ÂU)|α⟩,
3El potencial V (x̂) es un operador Hermı́tico con eigenvalores V (x̂)|x′⟩ = V (x′)|x′⟩
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en esta ecuación se observa que, a diferencia de la representación de Schrödinger, son
los observables los que evolucionan en el tiempo. La relación entre un operador en la
representación de Schrödinger Â(S)(t), y de Heisenberg Â(H)(t) es

Â(H)(t) = U †(t)Â(S)U(t). (A.0.17)

Asumiendo que el operador AS no depende expĺıcitamente del tiempo, tomando la
derivada temporal de la ecuación anterior, y utilizando la ec. (A.0.13) se obtiene la
ecuación que determina la dinámica de los operadores

d

dt
A(H) =

1

iℏ
[
A(H), H

]
. (A.0.18)

La ecuación anterior se conoce como la ecuación de movimiento de Heisenberg y es un
análogo cuántico de las ecuaciones de movimiento clásicas [57].

A.1. El oscilador armónico cuántico

En mecánica cuántica usual, el Hamiltoniano de un sistema se obtiene al promover
las variables clásicas de posición y momento a operadores que actúan sobre estados
cuánticos en el espacio de Hilbert. El Hamiltoniano del oscilador armónico cuántico es

Ĥ =
p̂2x
2m

+
1

2
mω2x̂2, (A.1.1)

donde m es la masa, y ω es la frecuencia angular. Los operadores de posición x̂ y
momento p̂ se pueden escribir en términos de a†, y a

â =

√
mω

2ℏ

(
x̂+

ip̂

mω

)
,

â† =

√
mω

2ℏ

(
x̂− ip̂

mω

)
,

donde â† y â son operadores no Hermı́ticos definidos como operadores de creación y
aniquilación respectivamente, estos generan los estados excitados del oscilador mediante
la producción o destrucción de cuantos con enerǵıa igual a ℏω. Además de â† y â, existe
otro operador que permite contar la cantidad de part́ıculas o cuantos de enerǵıa que se
encuentran en un eigen estado arbitrario |n⟩ denominado operador de número N̂ = a†a
[96], y cuyos eigenvalores son N̂ |n⟩ = n|n⟩. Resolviendo el par de ecuaciones anterior
para x̂ y p̂, y sustituyendo en (A.1.1) se llega a

Ĥ =

(
a†a+

1

2

)
ℏω,

o en términos de N

Ĥ =

(
N +

1

2

)
ℏω.
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Aplicando este operador a un eigen estado arbitrario |n⟩ se tiene que

Ĥ|n⟩ =

(
N +

1

2

)
ℏω|n⟩ =

(
n+

1

2

)
ℏω|n⟩,

los eigenvalores de enerǵıa del oscilador armónico cuántico son E =
(
n+ 1

2

)
ℏω, y

que incluso en el estado más fundamental con n = 0 la enerǵıa no puede ser cero.
Similarmente, para â† y â se tiene que

a†|n⟩ =
√
n+ 1|n+ 1⟩,

a|n⟩ =
√
n|n− 1⟩.

En el estado basal del oscilador armónico, ⟨x|0⟩ corresponde a una función de onda
Gaussiana y esta determinada por la siguiente relación

ψ0(x) = ⟨x|0⟩ = 1

π1/4
√
x0

exp

(
−1

2

(
x̂

x0

)2
)
.

Este tipo de funciones de onda tienen la peculiaridad de saturar el principio de incer-
tidumbre de Heisenberg [57]

⟨(∆x)2⟩⟨(∆p)2⟩ =
ℏ2

4
. (A.1.2)

En general, para el n-ésimo estado del oscilador se tiene que

ψn(x) = ⟨x|n⟩ = ⟨x|(a
†)n√
n!

|0⟩ = 1√
2nn!

(
x

l
− l

d

dx

)n

ψ0(x). (A.1.3)

donde l =
√

ℏ/mω [96].
En la representación de Heisenberg, la evolución del valor esperado de x̂ y p̂ está

determinada por las ecuaciones [57]

x̂(t) = x0 cos (ωt) +
p0
mω

sin (ωt),

p̂(t) = −mωx0 sin (ωt) + p0 cos (ωt).

En mecánica cuántica, la superposición de estados de enerǵıa también son solución de
la ecuación de Schrödinger. Los estados de la forma |α⟩ = c0|0⟩ + c1|1⟩ se conocen
como estados de Glauber o estados coherentes, estos reproducen la oscilación de las
ecuaciones clásicas de movimiento para el valor esperado de los operadores x̂ y p̂ [57].
Los estados coherentes corresponden a funciones de onda que oscilan en un potencial
cuadrático sin aumentar su dispersión a medida que transcurre el tiempo, y debido
a que son representados por funciones de onda Gaussianas, estos siempre saturan el
principio de incertidumbre [97].
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Apéndice B

Corchetes de Poisson entre los
momentos Ga,b de segundo orden

B.0.1. Cálculo de los corchetes de Poisson entre los momentos
Ga,b de segundo orden

Utilizando la definición de la ecuación (2.3.2) se calculan los momentos Ga,b de
primer orden

G1,0 = ⟨(p̂− ⟨p̂⟩)⟩ = ⟨p̂⟩ − ⟨⟨p̂⟩⟩ = ⟨p̂⟩ − ⟨p̂⟩ = 0,

G0,1 = ⟨(q̂ − ⟨q̂⟩)⟩ = ⟨q̂⟩ − ⟨⟨q̂⟩⟩ = ⟨q̂⟩ − ⟨q̂⟩ = 0. (B.0.1)

De la misma manera se obtienen los momentos de segundo orden. Utilizando (2.3.2),
G0,2 es

G0,2 = ⟨(q̂ − ⟨q̂⟩)2⟩ = ⟨q̂2 − 2q̂⟨q̂⟩+ ⟨q̂⟩2⟩ = ⟨q̂2⟩ − ⟨2q̂⟨q̂⟩⟩+ ⟨⟨q̂⟩2⟩
= ⟨q̂2⟩ − 2⟨q̂⟩⟨q̂⟩+ ⟨q̂⟩2 = ⟨q̂2⟩ − 2⟨q̂⟩2 + ⟨q̂⟩2 = ⟨q̂2⟩ − ⟨q̂⟩2, (B.0.2)

y para G2,0 se tiene

G2,0 = ⟨(p̂− ⟨p̂⟩)2⟩ = ⟨p̂2 − 2p̂⟨p̂⟩+ ⟨p̂⟩2⟩ = ⟨p̂2⟩ − ⟨2p̂⟨p̂⟩⟩+ ⟨⟨p̂⟩2⟩
= ⟨p̂2⟩ − 2⟨p̂⟩⟨p̂⟩+ ⟨p̂⟩2 = ⟨p̂2⟩ − 2⟨p̂⟩2 + ⟨p̂⟩2 = ⟨p̂2⟩ − ⟨p̂⟩2. (B.0.3)

Finalmente para el momento G1,1

G1,1 = ⟨(p̂− ⟨p̂⟩)(q̂ − ⟨q̂⟩) = ⟨p̂q̂ − p̂⟨q̂⟩ − ⟨p̂⟩q̂ + ⟨p̂⟩⟨q̂⟩⟩
= ⟨p̂q̂⟩ − ⟨p̂⟨q̂⟩⟩ − ⟨⟨p̂⟩q̂⟩+ ⟨⟨p̂⟩⟨q̂⟩⟩ = ⟨p̂q̂⟩ − ⟨q̂⟩⟨p̂⟩ − ⟨p̂⟩⟨q̂⟩+ ⟨p̂⟩⟨q̂⟩
= ⟨p̂q̂⟩ − 2⟨p̂⟩⟨q̂⟩+ ⟨p̂⟩⟨q̂⟩ = ⟨p̂q̂⟩ − ⟨p̂⟩⟨q̂⟩. (B.0.4)

El valor de los momentos a primer y segundo orden se resumen en la tabla (B.1)
Una vez obtenidos los momentos en términos de los operadores q̂, y p̂, lo siguiente

es calcular los brackets de Poisson entre ellos. El primer bracket de la ec. (2.3.14) es{
G0,2, G1,1

}
=

{
⟨q̂2⟩ − ⟨q̂⟩2, ⟨p̂q̂⟩ − ⟨p̂⟩⟨q̂⟩

}
=

{
⟨q̂2⟩, ⟨p̂q̂⟩

}
−
{
⟨q̂⟩2, ⟨p̂q̂⟩

}
−
{
⟨q̂2⟩, ⟨p̂⟩⟨q̂⟩

}
+
{
⟨q̂⟩2, ⟨p̂⟩⟨q̂⟩

}
=

{
⟨q̂2⟩, ⟨p̂q̂⟩

}
− 2⟨q̂⟩ {⟨q̂⟩, ⟨p̂q̂⟩} − ⟨q̂⟩

{
⟨q̂2⟩, ⟨p̂⟩

}
+ 2⟨q̂⟩2 {⟨q̂⟩, ⟨p̂⟩} .
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Momentos Ga,b a primer y segundo orden
Orden Momento Valor
Primer G0,1 0

G1,0 0
Segundo G0,2 ⟨q̂2⟩ − ⟨q̂⟩2

G1,1 ⟨p̂q̂⟩ − ⟨p̂⟩⟨q̂⟩
G2,0 ⟨p̂2⟩ − ⟨p̂⟩2

Tabla B.1: En la tabla se muestran los momentos Ga,b a primer y segundo orden obtenidos en las
ecuaciones (B.0.1 -B.0.4).

Utilizando (2.3.1) se reescribe la ecuación anterior en términos del conmutador cuántico
de los operadores q̂ y p̂{

G0,2, G1,1
}

=
1

iℏ
(〈
[q̂2, p̂q̂]

〉
− 2⟨q̂⟩ ⟨[q̂, p̂q̂]⟩ − ⟨q̂⟩

〈
[q̂2, p̂]

〉
+ 2⟨q̂⟩2 ⟨[q̂, p̂]⟩

)
,

(B.0.5)

en donde los conmutadores [q̂2, p̂q̂], [q̂, p̂q̂] , y [q̂2, p̂q̂] son

[q̂2, p̂q̂] = 2q̂2[q̂, p̂] = 2iℏq̂2,
[q̂, p̂q̂] = q̂[q̂, p̂] = iℏq̂,
[q̂2, p̂] = 2q̂[q̂, p̂] = 2iℏq̂, (B.0.6)

sustituyendo (B.0.6) en la ecuación (B.0.5) se tiene{
G0,2, G1,1

}
=

1

iℏ
(2iℏ⟨q̂2⟩ − 2iℏ⟨q̂⟩2 − 2iℏ⟨q̂⟩2 + 2iℏ⟨q̂⟩2)

= 2(⟨q̂2⟩ − ⟨q̂⟩2) = 2G0,2. (B.0.7)

Similarmente, el bracket de Poisson entre los momentos G1,1 y G2,0 es{
G1,1, G2,0

}
=

{
⟨p̂q̂⟩ − ⟨p̂⟩⟨q̂⟩, ⟨p̂⟩2 − ⟨p̂⟩2

}
=

{
⟨p̂q̂⟩, ⟨p̂2⟩

}
−
{
⟨p̂⟩⟨q̂⟩, ⟨p̂2⟩

}
−
{
⟨p̂q̂⟩, ⟨p̂⟩2

}
+
{
⟨p̂⟩⟨q̂⟩, ⟨p̂⟩2

}
=

{
⟨p̂q̂⟩, ⟨p̂2⟩

}
− ⟨p̂⟩

{
⟨q̂⟩, ⟨p̂2⟩

}
− 2⟨p̂⟩ {⟨p̂q̂⟩, ⟨p̂⟩}+ 2⟨p̂⟩2 {⟨q̂⟩, ⟨p̂⟩} .

Utilizando nuevamente (2.3.1) para rescribir la ecuación anterior se tiene{
G1,1, G2,0

}
=

1

iℏ
(〈
[p̂q̂, p̂2]

〉
− ⟨p̂⟩

〈
[q̂, p̂2]

〉
− 2⟨p̂⟩ ⟨[p̂q̂, p̂]⟩+ 2⟨p̂⟩2 ⟨[q̂, p̂]⟩

)
,

(B.0.8)

en donde los conmutadores [p̂q̂, p̂2], [q̂, p̂2] , y [p̂q̂, p̂] son

[p̂q̂, p̂2] = 2p̂2[q̂, p̂] = 2iℏp̂2,
[q̂, p̂2] = 2p̂[q̂, p̂] = iℏp̂,
[p̂q̂, p̂] = p̂[q̂, p̂] = iℏp̂, (B.0.9)
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sustituyendo (B.0.9) en la ecuación (B.0.8) se llega a{
G1,1, G2,0

}
=

1

iℏ
(2iℏ⟨p̂2⟩ − 2iℏ⟨p̂⟩2 − 2iℏ⟨p̂⟩2 + 2iℏ⟨p̂⟩2)

= 2(⟨p̂2⟩ − ⟨p̂⟩2) = 2G2,0. (B.0.10)

Finalmente, el bracket de Poisson de los momentos G0,2, y G2,0 es{
G0,2, G2,0

}
=

{
⟨q̂2⟩ − ⟨q̂⟩2, ⟨p̂2⟩ − ⟨p̂⟩2

}
=

{
⟨q̂2⟩, ⟨p̂2⟩

}
−
{
⟨q̂⟩2, ⟨p̂2⟩

}
−
{
⟨q̂2⟩, ⟨p̂⟩2

}
+
{
⟨q̂⟩2, ⟨p̂⟩2

}
=

{
⟨q̂2⟩, ⟨p̂2⟩

}
− 2⟨q̂⟩

{
⟨q̂, ⟨p̂2⟩

}
− 2⟨p̂⟩

{
⟨q̂2⟩, ⟨p̂⟩

}
+ 4⟨q̂⟩⟨p̂⟩ {⟨q̂⟩, ⟨p̂⟩} .

(B.0.11)

Utilizando (2.3.1) para rescribir (B.0.11) se tiene{
G0,2, G2,0

}
=

1

iℏ
(〈
[q̂2, p̂2]

〉
− 2⟨q̂⟩

〈
[q̂, p̂2]

〉
− 2⟨p̂⟩

〈
[q̂2, p̂]

〉
+ 4⟨q̂⟩⟨p̂⟩ ⟨[q̂, p̂]⟩

)
,

en donde los conmutadores [q̂2, p̂2], [q̂, p̂2] , y [q̂2, p̂] son

[q̂2, p̂2] = 4q̂p̂[q̂, p̂] = 4iℏq̂p̂,
[q̂, p̂2] = 2p̂[q̂, p̂] = 2iℏp̂,
[q̂2, p̂] = 2q̂[q̂, p̂] = 2iℏq̂, (B.0.12)

sustituyendo (B.0.12) en la ecuación (B.0.12){
G0,2, G2,0

}
=

1

iℏ
(4iℏ⟨q̂p̂⟩ − 4iℏ⟨q̂⟩⟨p̂⟩ − 4iℏ⟨q̂⟩⟨p̂⟩+ 4iℏ⟨q̂⟩⟨p̂⟩)

= 4(⟨q̂p̂⟩ − ⟨q̂⟩⟨p̂⟩) = 4G1,1. (B.0.13)

En la tabla (B.2) se muestra el resultado de los brackets de Poisson entre los momentos
Ga,b de segundo orden.

Bracket de Poisson entre momentos Ga,b de segundo orden
{G0,2, G1,1} 2G0,2

{G1,1, G2,0} 2G2,0

{G0,2, G2,0} 4G1,1

Tabla B.2: En la tabla se muestran los brackets de Poisson entre momentos Ga,b de segundo orden
obtenidos en las ecuaciones (B.0.7, B.0.10, y B.0.13).
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[77] Diego Leonardo Cáceres Uribe. Ecuación de desv́ıo geodésico en cosmoloǵıas de
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