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I.

Resumen

Existen software que permiten el andlisis estructural de placas laminadas por medio del método
de elementos finitos. Sin embargo, éstos suelen ser costosos y los que son gratuitos no cumplen con
uno de los requisitos: andlisis de placas laminadas o el uso del método de elementos finitos. El
objetivo de este trabajo es desarrollar, mediante el programa SCILAB, un software gratuito que
permita el andlisis estructural de placas laminadas por medio del método de elementos finitos. Por
ser gratuito, este software puede ser utilizado con fines didacticos en el caso de estudiantes de

ingenieria y para el disefio, aumentando el beneficio en relacién al costo de disefio.

El programa desarrollado en este trabajo calcula la matriz ABDF por el método de inversa de
complianzas y por medio del método de elementos finitos calcula desplazamientos generalizados,
deformaciones generalizadas, fuerzas generalizadas, fuerzas generalizadas por capay esfuerzos por

capa. Los resultados de estos célculos pueden ser graficados por medio de mapas de colores.

Durante el proceso de desarrollo del software se programaron los calculos y las graficas que
permiten el analisis estructural de placas laminadas. Una vez escritos los algoritmos necesarios para
los célculos, los resultados se confrontan con los de un software comercial, verificandose asi qué tan
confiable es este software. Finalmente, se analizan los alcances que tuvo el programa, es decir, se
hace una descripcién de los aciertos y problemas que se tuvieron, y se determinan los puntos

pendientes para tener una herramienta amigable.



IL.

Introduccion

Los materiales compuestos son materiales que se forman por la combinaciéon de dos o mas
materiales a escala macroscépica, de tal manera que los materiales pueden identificarse a simple
vista 0 en un microscopio 6ptico. Algunas de las propiedades que pueden mejorarse al emplear
materiales compuestos son (M. Jones, 1984): resistencia, rigidez, resistencia a la corrosion,
resistencia a la fatiga, peso, comportamiento dependiente de la temperatura, aislamiento térmico,
aislamiento acustico. No todas las propiedades de esos materiales mejoran y no todas son
requeridas, afiadiendo que algunas de las propiedades del material estan en conflicto, por ejemplo:
la conductividad térmica y el aislamiento térmico. Teniendo en cuenta lo anterior, el material se fabrica

con propiedades que se requieran en el disefio (M. Jones, 1984).

Ademas de seleccionar las propiedades que se deben mejorar de acuerdo a criterios de disefio,
también se debe tener en cuenta la geometria del refuerzo por lo cual los materiales compuestos son
clasificados de acuerdo a la geometria de éste, el cual puede consistir de hojuelas, particulas o fibras.
Los materiales compuestos particulados pueden estar compuestos de particulas u hojuelas y son
isotrépicos debido a la distribucion aleatoria de las particulas. Las hojuelas tienen una geometria
planay las fibras, las cuales son estructuras largas con una seccion transversal pequefa (Soberanis,
2006). En este trabajo se abordaran los materiales reforzados con fibras. Las fibras se caracterizan
no solo por su gran relacion longitud/diametro, sino también por su didmetro de un tamafo préximo
al de la estructura cristalina (M. Jones, 1984). Para indicar la efectividad de un material se suelen
emplear la rigidez especifica (relacion rigidez/densidad) y la resistencia especifica (relacion
resistencia/densidad). Muchas fibras son mucho més rigidas y fuertes en comparacion a la forma

monolitica del material.

En la ingenieria aeroespacial, gracias a su poco peso y gran resistencia, los materiales
compuestos laminados se suelen usar en el disefio de las alas, aletas verticales y horizontales,
ademas de las puertas y otras partes de los aviones, es decir, en la estructura secundaria de éste
(ver figura 1).



Figura 1. Uso de materiales compuestos laminados en el disefio de vehiculos aéreos (M. Jones,
1984).

Los materiales compuestos también tienen aplicaciones en ingenieria civil. Estos materiales se
usan para reforzado de concreto, revestimiento de concreto, refuerzo interno y externo de estructuras
de concreto compuesto, entre otras aplicaciones (Fangueiro, 2011). Al ser reforzadas con lamina de
fibra de carbono, las estructuras de concreto logran incrementar enormemente su resistencia a flexion
y cortante. Pueden utilizarse en vigas, pilares y forjados. Existen tres posibles formas de aplicacién
(ver Figura 2): la adhesién superficial del material compuesto preconformado, la fabricacion y
adhesién del material in situ y la introduccion dentro de la seccidn transversal (A. Perez 2014). Para
reforzar elementos a flexién tales como vigas, losas y muros; las laminas son una opcién practica.
Mediante este refuerzo, se aumenta la capacidad de elementos reforzados, pretensados y
postensados hasta un 70%. Para esto, el refuerzo se coloca con las fibras en direccion paralela a la
longitud del elemento al igual que el acero de refuerzo en un elemento de concreto. En la Figura 3,

se muestra el esquema de una viga reforzada con un material compuesto (A. Perez 2014).

(a) Completamente envuelto (b) Envuclto en forma de | (c) Refuerzo lateral

Figura 2. Tipos de refuerzo para resistencia a cortante (A. Perez 2014).
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Figura 3. Elemento estructural reforzado con materiales compuestos (A. Perez 2014).

Para el disefio de los laminados, se utiliza software que puede ser costoso, sobre todo si se trata
de software que involucra célculos de elementos finitos. Este trabajo consiste en crear un programa
gratuito en SCILAB que analice placas laminadas mediante el método de elementos finitos con el fin
de reducir los costos en diferentes areas de la ingenieria, ademas de poderlo usar con fines didacticos
entre los estudiantes de dicha area. Este programa es disefiado para ser capaz de trabajar con
materiales compuestos, pues éstos tienen muchas aplicaciones en muchas areas de la ingenieria.
Los resultados de este programa se validan con los de otros software como COMSOL Multiphysics y
MACLAM.

II.1 Objetivos

II.1.1 Objetivo general

Crear una herramienta computacional gratuita que permita realizar célculos de elementos finitos

para el analisis estructural de placas laminadas.

I1.1.2 Objetivos especificos

1.Seleccionar un modelo matemético de buena precisién que permita predecir el comportamiento

de placas laminadas.
2.Escribir y comprender las ecuaciones del modelo.
3.Escribir el algoritmo de resolucion de las ecuaciones con el método de elementos finitos.
4.Programar las ecuaciones en el software SCILAB (Un software gratuito similar al MATLAB).

5.Validar el programa confrontando los resultados con los de otros software comerciales.



I1.2 Hipotesis

Los algoritmos matematicos y cddigos graficos del software gratuito SCILAB pueden servir para

generar un software gratuito para el andlisis estructural de placas laminadas.

I1.3 Justificacion
Hay otros programas que pueden ser utilizados para analisis estructural de placas laminadas y

gue emplean el método de elementos finitos, pero estos programas son muy costosos. Este trabajo
pretende desarrollar un programa que realice los mismos procedimientos y que sea gratuito. Este
proyecto beneficiara a ingenieros civiles y a otros ingenieros que requieran del uso de materiales
compuestos, ademas se beneficiaran estudiantes de estas ingenierias, ya que este programa podra
ser usado con fines didacticos. Por ser gratuito, el software desarrollado en este proyecto permitira

un aumento del beneficio en relacién a costos de disefio.



I11.

Marco teorico

Antes de definir los materiales compuestos se deberan conocer los tipos de materiales de acuerdo
a la manera en que se presentan las propiedades mecanicas de los materiales, entre los que se
incluyen los materiales isotrépicos, los anisotrépicos y los ortotrépicos. En un material isotrépico, las
propiedades mecanicas son las mismas en cualquier direcciébn. Un material ortotropico tiene
propiedades distintas en tres direcciones que son perpendiculares entre si, formando planos cuyas
propiedades varian de forma simétrica. Finalmente, los anisotrépicos son aquellos en los cuales las
propiedades cambian conforme a la direccion de ensayo, ademas no poseen planos donde las

propiedades sean simétricas.

II1.1 Mecanica del medio continuo solido

La mecanica de continuo estudia el comportamiento mecanico de los soélidos y fluidos en una
escala macroscépica, ignorando la discontinuidad del material en escalas atémicas, considerandolo
uniforme en todo su volumen (Linero & Garzén, 2010). En la mecanica del medio continuo, una
particula material ocupa un punto del espacio y al sélido se le pueden atribuir campos ya sea de
densidad o desplazamiento, los cuales son ecuaciones continuas en funcién de la posicion. Para
aplicar la mecanica de continuo, se deben tomar en cuenta los siguientes conceptos, cuyas

definiciones se encuentran en (Islas, 2019):

. Punto geométrico. Un punto geométrico es aquel cuyas coordenadas en el espacio son las
mismas de forma permanente.

. Punto material. Un punto material o particula es un punto adimensional situado dentro del
dominio de material.

. Campo de transformacién. Es una funcién que mapea un punto material de la posicién de
referencia a la posicién actual (ver Figura 4).

. Campo de desplazamiento. Es un campo de vector que va desde el punto geométrico
ocupado por la particula en la configuracion de referencia hasta el punto geométrico ocupado por la

misma particula en la configuracion final.



Instante t;

Instante t
S, 0,
A
3 / 14
X2, X3)
T (x1,X2,X3) S, 8

Figura 4. Campo de transformacion (lIslas, 2019).
II1.1.1 Matriz de deformaciones

Se define la matriz de deformaciones de Green-Cauchy € de la siguiente manera (Gubert et al
2012):

- 1 __ = (1)
€(xy) = E(gradU(xO) + gradtU(x,))

)

€11 €12 €13
€(xg) = |€12 €22 €23
€13 €23 €33

Donde grad es el operador gradiente aplicado al vector desplazamiento U, ¥, el vector de posicion
inicial. Las componentes en la diagonal son deformaciones longitudinales, mientras que las otras son

angulares. Las componentes de la matriz de deformacion se expresan de la siguiente forma en
funcién de las componentes del vector de desplazamiento:

e = 6Ux (3)
xx ax
au. (4)
_ 90Uy
Eyy =5~



. (5)
€Exy = %(% + %) ©)
e
-

La matriz de deformaciones de Green-Cauchy se emplea en pequefias perturbaciones y es una
simplificacién de la matriz de deformaciones de Green-Lagrange, esta Ultima se utiliza inclusive en

grandes transformaciones y tiene por expresion (Gubert et al. 2012)
~ 1 — L _ . = (9)
E(xy) = E(grad T(x,)gradT (x,) — 1)

donde T es el campo de transformacion.

I11.1.2 Esfuerzos

Otro campo a tomar en cuenta para el analisis estructural es la matriz de esfuerzos.

~ 011 012 033 (10)
o(x) =|012 022 023
013 033 033

En la diagonal de la matriz se encuentran los esfuerzos normales, mientras que el resto de

componentes de la matriz corresponden a esfuerzos cortantes.

En cada una de las caras del cubo sélido infinitesimal de la Figura 5, como se menciona en (Lépez,
1999), actua un vector esfuerzo. Sus expresiones son:

Tl = O’llé)l + 0-1262 + 0-13é)3 (11)
Tz = UZlgl + 0-2252 + 0-2353 (12)

T3 = U31g1 + 0-3252 + 0-3353 (13)



De manera alternativa, las 3 expresiones se escriben de forma general jError! No se encuentra e

| origen de la referencia.

’fi = O'ijgi (14)

donde:
T, = vector de esfuerzos
g;; = Componentes de la matriz de esfuerzos

é; = vectores unitarios del sistema de ejes cartesiano escogido y que para este cubo son normales

a cada cara del mismo.

Taz ’T

/
.=

T

T

=
Fya 2z

Figura 5. Vectores esfuerzo en las caras de un cubo infinitesimal solido (Gubert et al. 2012).

I11.1.3 Ecuaciones de equilibrio local

El equilibrio de un cubo infinitesimal se traduce mediante las ecuaciones siguientes:

do. do. do. 15

ox * oy Tz T )

do. do do (16)

ax T oy tTog TIw=0

do. do do. 17
xz+ yz+ zz+ﬁ72=0 ( )

0x dy 0z

donde f,; son las componentes de la fuerza volumétrica.



A continuacion, se hablara de la ecuacion de comportamiento que relaciona esfuerzos y

deformaciones.

I11.1.4 Ecuaciones de comportamiento lineal elastico

Para un material isotrépico lineal elastico existe la siguiente relacion entre esfuerzos y
deformaciones (Eringen, 1980):

E VEtr(é(xy)) = (18)
i T arwa -0t

Ma

6(x) =

de forma equivalente

£ = 500 — 2 er (GG (19)

donde tr es la traza de la matriz, E es el médulo de elasticidad y v es el coeficiente de Poisson

VvE E

Se definen los coeficientes de Lamé A = y U= Se obtienen entonces las

(A+v)(1 -2v) 21+0)
siguientes ecuaciones escalares:
Oxx = (A + 2 €3 + A(€yy + €5,) (20)
Oyy = (A + 2u)€yy + A€xx + €22) (22)
02z = (A + 21)€5;, + A(€yy + €xx) (22)
Oxy = 2UUExy, (23)
Oxz = 2€y, (24)
Oy, = 2U€Ey, (25)

Sustituyendo en las ecuaciones de equilibrio, se obtienen las siguientes ecuaciones:



au, +8UZ N d au, +aux +a (auz+aux) N (26)
3y | oz ay\H\ax " oy az\Fax Yoz ) ) I
=0
d ( +2) au, H<aux+auz) +a 6U2+0Uy N (27)
0x M ox 0z az\* dy 0z foy
=0

2 g+;< (24

Estas ecuaciones son las que tipicamente se plantea en un problema 3D resuelto en un software

au, au, (28)
ey (20,

de elementos finitos. Se aprecia que, en estas ecuaciones, no aparecen explicitamente los esfuerzos,

Unicamente los desplazamientos. Estas ecuaciones son solo aplicables para materiales isotrépicos.

III.2 Generalidades de materiales compuestos

Los materiales compuestos son materiales que se forman por la combinacién de dos o mas
materiales a escala macroscépica, de tal manera que los materiales pueden identificarse a simple
vista 0 en un microscopio 6ptico. Algunas de las propiedades que pueden mejorarse al emplear
materiales compuestos son (M. Jones, 1984): resistencia, rigidez, resistencia a la corrosion,
resistencia a la fatiga, peso, comportamiento dependiente de la temperatura, aislamiento térmico,
aislamiento acustico. No todas las propiedades de esos materiales mejoran y no todas son
requeridas, afiadiendo que algunas de las propiedades del material estan en conflicto, por ejemplo:
la conductividad térmicay el aislamiento térmico. Teniendo en cuenta lo anterior, el material se fabrica

con propiedades que se requieran en el disefio (M. Jones, 1984).

Ademas de seleccionar las propiedades que se deben mejorar de acuerdo a criterios de disefio,
también se debe tener en cuenta la geometria del refuerzo por lo cual los materiales compuestos son
clasificados de acuerdo a la geometria de éste, el cual puede consistir de hojuelas, particulas o fibras.
Los materiales compuestos particulados pueden estar compuestos de particulas u hojuelas y son
isotropicos debido a la distribucion aleatoria de las particulas. Las hojuelas tienen una geometria
planay las fibras, las cuales son estructuras largas con una seccién transversal pequefia (Soberanis,
2006). En este trabajo se abordardn los materiales reforzados con fibras. Las fibras se caracterizan
no solo por su gran relacion longitud/didmetro, sino también por su diametro de un tamafio proximo
al de la estructura cristalina (M. Jones, 1984). Para indicar la efectividad de un material se suelen
emplear la rigidez especifica (relacion rigidez/densidad) y la resistencia especifica (relacion
resistencia/densidad). Muchas fibras son mucho mas rigidas y fuertes en comparacion a la forma

monolitica del material.



I11.2.1 Laminas

El bloque de construccion béasico de un laminado es la lamina, la cual es un conjunto de fibras
acomodadas unidireccionalmente o entretejidas en una matriz, formando una superficie plana. Las
fibras son el refuerzo de la lamina y actian como el soporte de la carga, son rigidas y resistentes.

Las matrices pueden ser metélicas, organicas, ceramicas o de carbono.

En la Figura 6, se muestra una lamina unidireccional y otra entretejida.

FELL
DIRECTION

LAMINA WITH LAMINA WITH
UNIDIRECTIOMAL FIBERS WOVEN FIBERS

Figura 6. Laminas con fibras unidireccionales y con fibras entretejidas (M. Jones, 1984).

I11.2.1.1 Las propiedades de los constituyentes de la lamina

La gréfica de comportamiento esfuerzo-deformacion de los constituyentes de la lamina es tipificado
por una de las curvas mostradas en la Figura 7. (M. Jones, 1984). La primera curva esfuerzo-
deformacion mostrada en esta figura es la de un material perfectamente elastico (recupera su forma
original tras retirar el esfuerzo y presenta una relacion lineal entre esfuerzo y deformacién). La
segunda es la de un material perfectamente plastico el cual, recupera su forma original tras retirar el
esfuerzo si es sometido a niveles de esfuerzo inferiores al esfuerzo de cedencia o fluencia (también
conocido como limite elastico) pero una vez que éste es alcanzado, se generan deformaciones
plasticas y el material no recupera su forma original tras retirar el esfuerzo. La tercera curva es la de
un material elastico-plastico con endurecimiento (el esfuerzo de cedencia aumenta una vez que se
rebasa el esfuerzo de cedencia inicial). La cuarta imagen corresponde al diagrama tipico de un
material viscoelastico, el cual presenta un comportamiento dependiente de la velocidad de

deformacion: a mayor velocidad mayor esfuerzo es requerido.
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Figura 7. Tipos de diagrama esfuerzo-deformacion para los constituyentes de una lamina (M. Jones, 1984).

Las matrices de resina termofija curada (endurecida) muestran un comportamiento viscoelastico o
viscoplastico; mientras que las fibras de grafito o boro epoxy son tratadas como materiales elastico-

lineales, por lo que las fibras proveen la mayor parte de la resistencia y rigidez (M. Jones, 1984).

I11.2.2 Laminado

Un laminado es una union de laminas con varias orientaciones de direcciones de materiales
principales. Las laminas son puestas juntas con el mismo material que se us6 como matriz para unir
las fibras de las laminas individuales. Las laminas pueden componerse con placas de diferentes
materiales o, en este caso, de laminas reforzadas con fibras (M. Jones, 1984). En la Figura 8, se

muestran las laminas que son acomodadas en diferentes direcciones en el laminado.

Figura 8. Estructura de un laminado (Besednjak, 2009).
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Los laminados se clasifican en los siguientes tipos:

. Laminado angular. Este se conforma por laminas unidireccionales con angulos repetidos
entre si en toda la seccién. (Miravete, 2020)
. Laminado cruzado. Este estd compuesto de laminas unidireccionales a 0 y 90 grados
respecto al eje longitudinal
. Laminado simétrico. Es aquél cuyas propiedades tanto de la geometria como del material
son iguales respecto a la superficie media (M. Jones, 1984).
e Laminado antisimétrico. Son aquellos cuyas propiedades geométricas (espesor) son las
mismas, pero la orientacion de los mismos es a modo de espejo, es decir los angulos son

opuestos.

II1.2.3 Materiales compuestos avanzados

Los materiales compuestos avanzados se caracterizan por tener rigidez y resistencia altas en
relacién a su densidad. Una de las mejores maneras de expresar la efectividad de un material es
relacionando la rigidez y la resistencia con la densidad. La rigidez y la resistencia del material se
suelen expresar en términos relativos dividiendo cada uno entre la densidad. Los cocientes
resistencia-densidad (resistencia especifica) y rigidez-densidad (rigidez especifica) son Utiles para
seleccionar materiales con un peso deseado segun el disefio. Las fibras usadas en materiales
compuestos avanzados son de alta resistencia y rigidez, pero la matriz tiene resistencia y rigidez
bajas. Estas son combinadas para formar laminas unidireccionalmente reforzadas. Un laminado es
la unién de una variedad de laminas puestas angularmente, cuya resistencia y rigidez no son ni tan
altas como las de las laminas con angulo de 0° ni tan bajas como las de las laminas unidas con las

direcciones principales a 90° (M. Jones, 1984).

II1.3 Mecanica de materiales compuestos y placas laminadas

I11.3.1 Homogenizacion de propiedades mecanicas (propiedades efectivas)

La homogeneizacion comprende los métodos que permiten predecir las propiedades efectivas de

un material compuesto, uno de ellos es la ley de mezclas.

El médulo de Young E;, puede obtenerse mediante la formula de la ley de mezclas (M. Jones,
1984):

Donde

E; = Modulo de rigidez del material de las fibras



E,, = Médulo de rigidez del material de la matriz

Las fracciones volumétricas estan definidas por::

Ay (30)
Vp=—

A 31
v, = 7’" (31)

siendo A = Seccion transversal total, A = Seccion transversal de la fibra y A,, = Seccion

transversal de la matriz.

El modulo de elasticidad en la direccién T se determina como sigue

o E,E., (32)
T T ViEp + Vi Er (1 — 12)
donde
E
g = Em (33)
1—2V2

I11.3.2 Comportamiento de una capa unidireccional

111.3.2.1 Propiedades de un material ortotrépico

A diferencia de los materiales is6tropos, en los que sus propiedades son las mismas en todas las
direcciones, en un ortotropico éstas cambian dependiendo de la orientacion en que se midan y existen
3 direcciones perpendiculares (llamadas direcciones principales de ortotropia) en las cuales el
material presenta simetrias; en este caso, son la direccién de las fibras (direccion L), la direccion
perpendicular al plano de la lamina (direccién N) y la direccion perpendicular a las fibras pero paralela

al plano de la lamina (direccion T). Las propiedades elasticas en las direcciones de ortotropia son:
E,, Er, Ey = MoOdulos de Young en las direcciones L, T y N, respectivamente
vir, Vi, Vry = Coeficientes de Poisson

G.r, Gy, Gy = Mddulos de cortante



I11.3.2.2 Notacion ingenieril
Para simplificar la escritura del comportamiento lineal elastico, se definen los vectores de esfuerzo

y deformacién cuyas componentes se encuentran en la columna “Notacion reducida” de la Tabla 1.

Tabla 1. Nomenclaturas para esfuerzos y deformaciones.

Esfuerzos Deformaciones
Notacion de tensor Notacion reducida Notacion de tensor Notacion reducida
011 = 07 41 €11 = €1 €1
O22 = 03 ) €22 = €3 €2
033 = 03 03 €33 = €3 €3
T23 = 032 Oy Y23 = 2€3; €4
T31 = 031 Os Y31 = 263 €5
T12 = 012 Og Y1z = 2€1; €e

111.3.2.3 Ecuaciones de comportamiento en el sistema de ejes de

ortotropia

En el sistema de ejes de ortotropia, la ecuacion de comportamiento se escribe:

oy Ry; Ry Ry 0 00O €1 (34)
(P} Ry Ry Ry 0 00O €
03| _|Riz Rz R33 0 0 o0 €3
(o 0 0 O R4y 0 0 ||€4
U] 0 0 O 0 R55 0 €5
3 0 0 O 0 0 Rgell€e

donde la matriz R que aparece es conocida como la matriz de rigideces.

Para un material isotrépico transverso, la ecuacion de comportamiento se escribe:




o, Ryy Rz Ry 0 00 € (35)
02| |Riz Raz Ry 0 00 €
03| _|Riz R23 Rz 0 00 €3
o4 0 00 (Rz2 —Rz3)/2 0O 0 |64
05 0 0 O 0 R55 0 €s
T 00 0 0 0 Rglles

Al despejar el vector de deformaciones, se obtiene:

€ Ci1 Ci2 Cy2 0 0 0 o, (36)
€ Ci2 Cyz Cp3 0 0 0 o,
€3 _[C1z C23 (2 0 00 g3
€4 0 0 O 2(C—Cy3) O 0 |04
€s 0 0 O 0 655 0 05
€6 0 0 0 0 0 C551'%

donde la matriz  definida arriba es la matriz de complianzas en el sistema de ejes de ortotropia.
Las componentes de la matriz son C;; = 1/E,, Cy, = 1/E;, Ci3 = Vi1 /EL, Co5 = —vry/Eq, Css =

111.3.2.4 Ecuaciones de comportamiento en el sistema de ejes global

Considerando ahora un sistema de ejes (X, y, z) donde (x,y) se encuentran en el plano de la lamina
y las fibras hacen un angulo 6 respecto al eje x, la ecuacion de comportamiento del material

ortotrépico se escribe entonces:

€1 S11 S1z Si3 0 0 S 1101 (37)
€; S12 S22 Sa3 0 0 S ||lo2
€| _[S13 S23 Sas 0 0 O o3
€ 0 0 0 Su Sis 0|0
€ 0 0 0 S S 0]|los
el 1S, S,e 0 0 0 Sllos

donde:
cos*0 sin*@ 1 2y (38)
= - _ inZ 6 cos2 @
w= T (g s
sin* cos*@ 1 2y (39)
= - Ly 0 2 0
- £, i < T )sm cos



sin49+cos40+2(2(1+1+2vLT> 1) 120 cos? 0 (40)
= — 4+ — — | — — ) sin? 8 cos
66 Gor E, Er E ) Gy
Vit , . 1 1 1y . (41)
S = — — 4 2] 4 0 (_ - _) 2 0 2 0
12 E, (sin* 8 + cos* 0) + E +ET e sin® 0 cos
1 v 1 1 v 1 (42)
Sie = (2(=+-ZL) — —)sin 6 cos® @ (2(————) —)'39 9
16 ( <EL + EL) GLT> sin @ cos® 6 + 5L + i sin® @ cos
1 v 1 1 v 1 (43)
Sy6 = (2<—+—) ——)sin390059 + (2(————) +—)sin9cos39
* E. EJ G Er  EJ Gy
v v
S5 = ——N cos? 6 — — sin26 (44)
E, T
v v
Sy3 = —EL:COSZ 0 — EL:VsinZH (45)
1 (46)
S13 = By
_cos®6 N sin?0 47)
" Gy Gy
1 1 (48)
S4s = c0s0'sin 6 (— _ —>
45 = cos 6 sin e G
_cos*6  sin’ (49)
® G Grw

I11.3.3 Comportamiento del laminado

I11.3.3.1 Fuerzas generalizadas

Para un laminado de n capas se consideran las siguientes fuerzas generalizadas (Vasiliev. 2001):



. las fuerzas de membrana (en N/m) son (para a, § enteros iguales a1 o0 2)

L v (50)
Nep@) = Y [ oty 2z
i=1 M
donde la capa nimero i se encuentra confinada entre z = hj y z = h{.

. los momentos en el plano (en N) son

= hi _ =il (51)
Mg =) [ gy x G =Rdz+ Y by | aapuyia)dz
i=1 "M i=1 M
— “4+nt
donde h, = Bithi
. las fuerzas cortantes fuera del plano (en N/m) son:
LI v (52)
@) =) [ oy )iz
i=1 i
111.3.3.2 Desplazamientos generalizados
Los desplazamientos generalizados son:
. U,,U,, U, = desplazamientos en las direcciones x, y y z en m.
. ¢, ¢, = giros respecto al eje x y al eje y, ambos adimensionales.
111.3.3.3 Deformaciones generalizadas
Las deformaciones generalizadas son las siguientes:
. €qp = deformaciones en el plano en m/m definidas por
. (53)
11 — ax
., =0 (54)
22 — ay
1/0U, aU, (55)
=15 )
2\dx  dy

®  Xqp = Curvaturas en 1/m definidas por



d 56
X11 = % (56)
d 57
X22 = ai; 7
_1/0¢, 0¢, (58)
X =5(5 + W)

. ds, = deformaciones angulares fuera del plano en m/m, definidas a continuacion

U, (59)
dg, = —_—
o1 = ¢ + o

aU. 60
doz = ¢, +a—y3 (60)

donde a y B son las variables.

111.3.3.4 Ecuacion de comportamiento y matriz ABDF

Se define el espesor de la capa i:

e; = hif —h{ (61)
En la ecuacién (62), se definen la matriz de complianzas de la capa i en el plano

sk S sl (62)
[ s s

i i i
- 21 22 26

UL

i i i
16 26 66
y la matriz de complianzas de la capa i fuera del plano
Gi _ [52211 52212] (63)
¢ [Shiz S

donde:



cos%0; sin?6; (64)
Sou =7+t
GLN GTN
g = sin?6; cos?#; (65)
Q22 Gi Gi
LN ™~

S§ ! + L) 6; cos O (66)
=|———T——SInv; Cosu;
ey e
Después, se definen las matrices de rigidez ABDF como sigue:
n
< ~. -1 (67)
A= Z e; (Sl)
i=1
n
= — = -1 (68)
B = Z eihl (Sl)
i=1
n
.2 el = 1 (69)
— i _ i
b —Z(ei(h) +12)(s)

n & -1 (70)
= eiS
-2

i=1
donde e es el espesor total del laminado.

Finalmente, se tiene:

N=A4d-¢+B-7 (71)
M=B-¢+D -3 (72)
Q=F-d (73)



En los puntos anteriores se abordaron desplazamientos, deformaciones y fuerzas generalizadas
en el laminado. A continuacion, se mencionara como varian los desplazamientos, deformaciones,

fuerzas y esfuerzos en cada capa del laminado.

I11.3.3.5 Desplazamientos por capa

Los desplazamientos por capa U!, UL, UL,¢i , @ se calculan como sigue:

Ub = U, + h; X @} (74)
UL =U, +h; X ¢} (75)
Ul = U, (76)
oi =1 (77)
@5 = @2 (78)

111.3.3.6 Deformaciones por capa

Las deformaciones por capa 8};3, )(ép y d!, se calculan como sigue:

eéﬁ = gap + h; X )(éﬁ (79)
)((l;zﬁ = Xap (80)
dhe = dpq (81)

donde i es el niumero de capa, a y 8 pueden tomar valores de 1y 2.

111.3.3.7 Fuerzas por capa

Las fuerzas generalizadas N¢, My Q! se calculan como sigue:

Ni; £l (82)
Ni={ N, | =€ [($D7 | ek
N, 2¢f,
M ey [ (83)
M'=| M, |= SO xha

i 12 i
My, 2x12



'DE NG,
oS

i
&

b g

_ i e, (d (84)
o= (a) = ()

111.3.3.8 Esfuerzos por capa

Los esfuerzos por capa son los siguientes:

\TOP _ ; ; (85)
Oltﬂ - ZNOLtﬁ + (e)? M&B
i,MIDDLE __ iNL (86)
apf T eilaB
; 1 . 6 , (87)
,BOTTOM __
Ul;ﬁ - ;Nﬂiﬁ - (e)? M&B
) 1 . . R S RL .. . (88)
04s = = (Qu = Risa) + R + 7 — RhP{(2) + =7 Pi(2)

donde Rl;,, Ri y RY, dependen de las derivadas parciales de las fuerzas generalizadas Nogy

M g; Pi(z) y P;(z) dependen de la posicion z en el laminado.

111.3.3.9 Elementos finitos

Para este proyecto se empleara el método de elementos finitos, el cual es un procedimiento que
permite dar soluciones numéricas a un problema de ciertos valores en las fronteras de un dominio o
cuerpo, el cual se divide en subdominios o elementos finitos. De acuerdo a los valores aplicados en
las fronteras, por medio de interpolacion, se obtienen valores aproximados en los subdominios
(Dominguez, 2015). El método de elementos finitos permite visualizar el efecto de un fenémeno sobre

las diferentes partes del dominio.

Debido a que no siempre se puede abarcar una realidad como un todo a la hora de estudiarla,
como se menciona en la fuente (Zienkiewicz, 1981), es necesario separar ésta en partes o elementos,
los cuales si pueden ser analizados. A esta separacion en elementos se le conoce como
discretizacion (Zienkiewicz, 1981). En muchos casos los problemas s6lo pueden resolverse mediante
procesos matematicos de infinitésimos, a éstos se les conoce como continuos. (Zienkiewicz, 1981)
Estos problemas, por su gran extension, suelen requerir del uso de computadoras. Dado que las
computadoras no poseen muchas veces la capacidad para resolver problemas continuos, éstas
requieren de manipulaciones matematicas para poderlos resolver. Las manipulaciones matematicas
suelen limitarse a casos extremadamente simplificados, debido a esto, se han propuesto diferentes

métodos de discretizacion, de modo que a medida que aumente el nimero de discretizaciones, los
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resultados obtenidos se aproximen cada vez mas a los valores reales. Los ingenieros abordan estos
problemas usando analogias entre elementos finitos reales y aquellos obtenidos a partir de la

discretizacion de un dominio.

En cada elemento se hace una interpolacién de la solucién mediante polinomios de las variables

de espacio. Supongamos que tenemos un solo campo incégnita S a determinar.

Comencemos haciendo una aproximacion con polinomios de grado 1. En el elemento triangular

numero i de vértices A, By C mostrado en la Figura 9, se propone la siguiente aproximacion

S=a;+bix+cy (89)

donde a;, b; y c; deben ser determinados. Para esto, se utilizan las siguientes ecuaciones:

Sy =a; +bixy +ciya (90)
Sg =a; + bixg + c;yg (91)
Sc =a; + bixc + ¢;yc (92)

donde S,, Sg, S son los valores de la solucion en los nodos A, By C, respectivamente.

Figura 9. Elemento triangular para ecuaciones de grado 1 (Cardona & Fachimotti, 2019).

Para una aproximacion con polinomios de grado 2:

S =a; + b;x + c;y + d;x* + e;jxy + f;y* (93)



se requieren seis coeficientes y, por lo tanto, tres nodos adicionales a los vértices (Ver Figura

10).

Figura 10. Elemento triangular para ecuaciones de grado 2 (Cardona & Fachimotti, 2019).

Para una aproximacion con polinomios de grado 3:

S=a; +b;x+c;y+d;x* +eixy+ fiy* + g;x3 + hix®y + Lixy* + m;y? (94)

se requieren 10 coeficientes y, por lo tanto, siete nodos adicionales a los vértices (Ver Figura 11).

Figura 11. Elemento triangular para ecuaciones de grado 3 (Cardona & Fachimotti, 2019).






IV.

Antecedentes

IV.1 Programas para analisis de materiales compuestos

Existen software que permiten la programaciéon de modelos matematicos, incluyendo el modelo de
elementos finitos, para predecir el comportamiento de estructuras tales como placas laminadas. Uno
de estos programas es COMSOL Multiphysics, que emplea el método de elementos finitos. Sin
embargo, estos programas suelen ser muy costosos; COMSOL Multiphysics (médulos COMSOL, de
mecdnica estructural y de materiales compuestos) cuesta 3,985 dolares la licencia perpetua con

propositos educativos (para una sola PC) y 17,985 ddlares la versién empresarial con fines de lucro.

En CIMAV se han desarrollado software que permiten el andlisis de rigideces, esfuerzos y
deformaciones en placas laminadas, pero sin el método de elementos finitos, entre ellos esta el MAC
LAM, el cual es gratuito (Diaz, et. el, 2004). También se han desarrollado software para emplear el
método de elementos finitos, pero no aplicables a placas laminadas, un ejemplo es el software
SEDEF (Dominguez, 2015). MACLAM consta de los siguientes médulos, los cuales se mencionan en
(Islas, 2019):

. Micromecanica: Permite determinar las propiedades de materiales compuestos con fibra
unidireccional. Utiliza férmulas de modelos empiricos y semiempiricos.

. Placas multicapa: Predice las propiedades de un laminado hecho de capas de distintos
materiales, siempre y cuando sean ortotrépicos.

. DEILAM: Permite calcular los efectos de borde sobre los esfuerzos de interfaz entre cada

capa.

El digimat-Fe es un software que permite computar el comportamiento de los materiales
compuestos. Este software permite definir la microestructura del material para luego realizar los
célculos por medio del método de elementos finitos (e-Xstream engineering). Este programa,
mencionado en (Islas, 2019), utiliza el método de homogeneizaciéon del campo medio unido al de
elementos finitos. En el afio 2015, salié un software conocido como SwiftComp, el cual trabaja con el
método asintético vibracional basado en elementos finitos y permite calcular varias propiedades de
materiales, entre las que se incluyen las elasticas. Una herramienta de acceso gratuito es cedemhub,
la cual posee aplicaciones web para el calculo de materiales compuestos, cuyos métodos incluyen la
homogeneizacion, pero en este caso no se indica que método de analisis utiliza. Existen otras
aplicaciones que se pueden acoplar con Python y ABAQUS para determinar las propiedades elasticas
de los materiales compuestos; pero su costo computacional es mayor debido a que utilizan el analisis
3D. FiberSIM es un software que permite el analisis y el disefio de materiales compuestos permitiendo
trabajar con diferentes combinaciones de materiales y con variadas orientaciones de los mismos,

ademas de elegir si el material compuesto serd o no simétrico. (structures.aero) Multiscale Designer



es una herramienta que permite el modelado de materiales compuestos, también permite el célculo

de esfuerzos Ultimos (Altair).

AIM es un software gratuito y facil de usar, que permite calcular la rigidez y la resistencia de

materiales compuestos conformados por fibras largas o cortas y matrices. Este software permite el

analisis con dos materiales compuestos distintos, como se ve en la Figura 12 (KU LEUVEN).
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Figura 12. Ventana de AIM.

Thelaminator es un programa que permite el analisis de materiales compuestos mediante los
procedimientos descritos en la teoria clasica de laminados, tomando en cuenta las propiedades
mecanicas del material y su orientacion bajo ciertas condiciones de deformacién y de temperatura.
Este software tiene una licencia que cuesta 29 dolares. Permite el célculo de las matrices de rigidez

A, B, D, las propiedades aparentes del material compuesto, las complianzas del laminado, etc.

SMARTree tiene una opcién de homogeneizacion de materiales compuestos, asumiendo lo
siguiente:

. las fibras estan distribuidas uniformemente en la matriz.
. la matriz no tiene poros.

. las cargas son paralelas o normales a las fibras.

. al inicio las fibras estan libres de esfuerzos.

. las fibras y la matriz son elasticas.

Los datos que se incluyen son las propiedades de la fibra y la matriz y la fraccién volumétrica. Las

propiedades que se obtienen son E;, E;, Vi3 Y Gy5.

Un software de paga llamado COMPOSITESTAR calcula las propiedades de materiales

isotrépicos y anisotropicos mediante la teoria clasica de laminados, los resultados que obtiene son:

. Densidad.



. Espesor.

. Matrices de complianzas.
. Médulo de Young.

o Maodulo de cortante.

. Relacion de Poisson.

. Coeficientes de expansion térmica e higroscoépica.

También permite calcular condiciones de falla tales como el esfuerzo maximo resistente y la

deformacion méxima (CompositesWorld).

IV.2 Formulas de homogeneizacion

Los primeros trabajos, mencionados en (Yvonnet, 2019), relacionados a la homogeneizacion
computacional que se basan en la simulacién numérica para poder calcular la solucién a escala
microscoépica, ademas de evaluar la solucién macroscoépica; estos trabajos corresponden a Adams y
Doner a finales de los 60s. En base a este trabajo, Suquet formulé el problema de homogeneizacién

empleando el método de elementos finitos en 1987.

A continuacién se describen algunos métodos de homogeneizacion:

IV.2.1 Modelo de Bridgin

Es un modelo nuevo para determinar las propiedades de un material compuesto unidireccional. La
matriz y las fibras poseen un comportamiento elastico lineal, las cuales se pueden calcular con las

ecuaciones (95) a (99), como se menciona en (Islas, 2019):

E; = ViEf + VuEp, (95)
E, = (V§+Vmag1)(Vi+Vmazz) (96)
27 (Vi+vmar) (VS +Vimag SI)+ VeV (SB -sf ay,
Vi = VfV{1 + Vinvm (97)
G = VrtVmas6)GizGm (98)
12 7 ViGm+VmassGl
fUm mde612
Gys 0.5(Ve+Vmags) (99)

VE(SE,~552)+Vimas (S5 —-S%)

Donde:

a;; = Componentes de la matriz Bridgin A



Sif]- = Componentes de la matriz de complianzas S

1V.2.2 Modelos semiempiricos

Estos métodos se usan para mejorar los métodos empiricos mediante factores de correccion.
Algunos métodos semiempiricos son:

1V.2.2.1 Ley de mezclas modificada

En este método el mddulo de elasticidad E, se determina como sigue:

fyf mym
1 _nvi v (100)

E; Ef Em

Donde:

£ _ E(VI+[(1-vi)EM+vvE B

Ef vf4gmym (101)
m _ =y —(1-vmvi, JEmvi+pmym
B Efvi+Emym (102)
El moédulo de elasticidad al cortante se obtiene como sigue.
v afym
1 (103)

0<n'<1
El valor de ' debe ser estimado de forma experimental y depende de la fraccion volumétrica.

1V.2.2.2 Modelo de Halpin-Tsai

Las aproximaciones para el médulo de Young E, y el coeficiente de Poisson v,, son las mismas
que para la ley de mezclas, en los casos del mddulo de elasticidad E, y el médulo de rigidez al

cortante G, son:

— rm 1+inV¢
E:=E" v (104)
Gy, = Gm Yt (105)

1-nVg



El valor de T es una medida en el refuerzo del material compuesto que depende de la geometria
de las fibras, geometria de empaquetamiento y de carga. En (M. Jones, 1984) se le da un valor de 2.

Mientras que 1’ se calcula como sigue:

e |
Nm (106)

1V.2.2.3 Método de Chamis
Este método permite obtener E; y v,, con el mismo procedimiento que la ley de mezclas, ademas

es el método mas usado y confiable para predecir las propiedades de un material compuesto

unidireccional. Las férmulas son las siguientes:

Em
. _ (107)
2 1-@(1-%)
2
Gy = (108)
12 l_m(l_::Tm)
12
Gys e (109)

B 1—@(1-57'")
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1V.2.2.4 Método de Mori-Tanaka
Este método se usa para diferentes tipos de materiales. Este método considera las fibras como si
fueran parte de un material homogéneo. Su desventaja es la complejidad de sus procesos

matematicos. Este método tiene varias modalidades, entre las que se incluye la de Benveniste, la

cual se muestra a continuacion.

C = Cp + [V/8C; — Cop)Ag][Vind + V4] (110)

Donde:
C = Matriz de rigidez del MCU (Material compuesto unidireccional)
Cm, C; = Matrices de rigidez de la matriz y la fibra

Ag = Tensor de concentracién de deformacion unitaria en la mezcla y se calcula de la siguiente

manera

Ag = [1+ECA(C; - C)] (111)

Doénde:



I = Matriz identidad

E = Tensor de Eshelby, que depende de la forma del material de refuerzo y de la relacién de

Poisson de la matriz



V.

Materiales y métodos

En este trabajo se empleé el software SCILAB con el fin de programar lo necesario para hacer
analisis estructural de placas laminadas empleando el método de elementos finitos. Las actividades

realizadas fueron:

1. Capacitacion en programacion, métodos numéricos y materiales compuestos.
2. Escritura 'y comprensién de las ecuaciones que debera resolver el método numérico.
3. Adaptacion del programa de elementos finitos desarrollado en CIMAYV para llevar a cabo el

andlisis de placas laminadas.

4.

visualizar resultados numéricos mediante mapas de colores.

Algoritmos y programacién de condiciones de frontera y propiedades de materiales, asi como

5.
comercial COMSOL Multiphysics.

Validacién del software creado mediante la confrontacion con resultados del software

V.1 Ecuaciones que debera resolver el método numérico

Para el céalculo estructural de placas laminadas se requiere la resoluciéon de las ecuaciones de
equilibrio por medio de elementos finitos. Las ecuaciones de equilibrio en el modelo de placas

laminadas son:

dwN+T"+T =0 (112)
dw M—-Q+5(T*-T)=0 (113)
divQ+T;+T3=0 (114)
Donde:

T = (g) = Fuerzas en la parte superior del laminado en las direcciones 1y 2 en Pa

T = (E) = Fuerzas en la parte inferior del laminado en las direcciones 1y 2 en Pa

T; = Fuerzas en la parte superior del laminado en la direccién perpendicular al plano en Pa

T; = Fuerzas en la parte inferior del laminado en la direccién perpendicular al plano en Pa



donde las componentes de N, M y Q estan dadas por las ecuaciones de comportamiento:

Ni1 = A11€11 + A12€22 + 2A13€12 + By X11 + B1aX22 + 2B13X12
Ny = A31€11 + A32€35 + 2A33€12 + B3 X11 + B32X22 + 2B33X12

Njy = Az1€11 + Ap2€33 + 2A23€12 + By X11 + BaaX22 + 2Ba3X12

My, = B11€11 + B12€32 + 2B3€15 + D11 X11 + D12X22 + 2D13X12

M3 = B31€11 + B32€33 + 2B33€15 + D31 X11 + D32X22 + 2D33 %12

Myy = B31€11 + B2€33 + 2By3€15 + Dy x11 + Doz X22 + 2D33 12

Q1 = F11dgy + Fpdg,

Q; = Fp1dyy + Fpady,

Las deformaciones generalizadas son:

.. = U1
11 — x
U,
E = —
22 ay
€1r = 1 aU, aUq
12 7 5 Vox ay
901
X1 = 50
i[p)
X22 ay
_ 1,00, 001
X1z = 2~ ox ay
aUus
dgy = 0, + 22
o1 =01+~

(115)
(116)

(117)

(118)
(119)

(120)

(121)

(122)

(123)

(124)

(125)

(126)

(127)

(128)

(129)
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el

'DE NG,
S e R

b g

Az 57

0U3
dg, =0, + 2
Se definen
Uy = ho,
Us = ho,

De esta forma, al sustituir en las ecuaciones de comportamiento, se obtiene:

a a a a a
Nll_All +A12 +A13(ax+ "1)+@ﬂ+ﬂﬂ %(ﬂ ﬂ)

ay h ox h dy dx ady

au B310Us B3z dUs . B3z (0Us . U
Dot Ay (32 4+ 00) 4 T ey B sy Bn (B B
33 \ax h

ay h dx h 0dy ax ady

aUq By1 0Uy B33 0Us B33 (dUg AUy
Ny = A A Ay (% ) Zanlle D OUs | B (905, OUs
22 21 +22 +23 Bx+6y+hax+h6y+h ax+ay

aUq aU, U, aUuq D11 0Uy D1 0Ug Dq3 (0Ug Uy

My, =By 22+ B,,%24+B (— W) 211 dls | D12 905 4 Dis (9Us | 904
11 116x+126y+13 ox+ay+hox hay+h ax+ay
aUuq aU, aU, aUq D31 0Uy D33 0Ug D33 (0Usg Uy

Myp = B3y 52+ Byp 52 + By (52 +211) 4 22220 Daz 9% Dan (905 1 %4
12 316x+323y+33 ax+ay+hax+hay+h ax+ay
aUq aU, U, aUuq D21 0Uy D33 dUs D33 (0Us Uy

My, =By 22+ By, 22+ B (— T D290 | D2290s | D23 (905 | 204
22 216x+220y+23 ax+ay+hax hay+h ax+ay

Finalmente, sustituyendo en las ecuaciones de equilibrio se tiene:

4 92 "1+A azuz_l_A (azu2+azul) B1y 8*uy | By 9%Us E(azus 92U,
11 12 3xay 13 ax2 " axay h 9x2 h 9xdy ' h

aZUZ 6U1
axay

92 U, 3316 Uy B33 62U5 B33 62U5 92 U4,

h odxoy h ay? h axay

>+ As3(o—= )+

ax2 6x6y>) ( 31

EoN) + T +T7 = 0 (141)

(130)

(131)

(132)

(133)

(134)

(135)

(136)

(137)

(138)

(139)

(140)

6U1
+
doxdy



ST,

)

I
&b
I

a%uy a%u, azuz 92U,
A A + A
(A31 =% o2 T A2 oxdy 33(a

B310 Uy B33 62U5 B33 02U5 92 Uy 92 U1

)t h ox? h oxdy = h © 9x2 6x6y))+( 21 9xay axay

x2 Bxay

92 UZ a2 Uq B31 6204 B2 6205 B33 aZU5 92 U4,
A 221 Z22 005 | Tz T +T;=0
22 gy 23(6x6y ayZ) h axdy ' h ay? h axay ) TTz2+T;
(142)
1 92Uy 92U, 92U, | 8%Uq D11 02Uy |, D13 3%Ug | Dq3 ,0%°Us = 92U, 82Uy
2B+ B, 21,22 bu D1z D1z
h( 15z T B axdy + Bys( ax2 axay) h 0x2 h axdy = h " 9x2 6x6y)) ( 31 9xay
a%u, a%u, = a%u, D31 82Uy = D32 d%Us | D33 azus 9% u4 Q1 1oy 1.
B32 5z + Baa(G; ) T oy T ozt Gy T o) " T2T1 3T =0
y xdy y xdy y xdy
(143)
1 92Uy 92U, 92U, | 8%Uq D31 02Uy | D33 3%Ug | D33 ,0%°Us = 92U, 82Uy
1B E 4By, 221 B, (L2 Ds1 Dsz Ds3
h( 3152 T B3z axdy + Bss( ax2 axoy) h 0x2 h axdy = h " 9x2 oxoy)) ( 21 5xay
a2 Uz a2 U, a2 Uq Dyq 32U4 D3> 32U5 Dy3 ﬂZUs 92 U4
B B =4 =—4 = T T =0
2z + 23(6x6y 6y2) h daxdy = h dy? h (6x6y )i + 2 t3 1
(144)
190, 92U3 1005 | U3 19U | 9U3 1005 a2 u3
F F F Fyy(= TY +T; =
1G5 1 o2) TP  T35,)) T FaG o +55) H F( 50+ 520 +Ts + T3 =0
(145)

V.2 Ecuaciones genéricas en COMSOL y el software hecho en SCILAB por
CIMAV

La siguiente ecuacion se le conoce como ecuacién genérica que utiliza COMSOL Multiphysics y
el software desarrollado en SCILAB por CIMAV, debido a que puede aplicarse a diferentes problemas

matematicos:
eaat2 da5+|7 (—cVu—au+y)+p-Vutau=f (146)
donde:

« = Coeficiente de masa
d, = Coeficiente de masa o amortiguacion
¢ = Coeficiente de difusion
a = Coeficiente de conveccion del flujo conservativo

y = Fuente de flujo conservativo



B = Coeficiente de conveccion

a = coeficiente de absorcién

f = término fuente

Dado que se consideran Unicamente problemas estaticos, el tiempo no interviene y se eliminan los

primeros dos términos, quedando la ecuacion de la siguiente manera:

V-(—cVu—au+y)+p-Vu+au=f

(247)

V.3 Adaptacion de las ecuaciones en COMSOL Multiphysics y en SCILAB

Para el caso de laminados las constantes tienen los siguientes valores y se acomodan en

COMSOL:

Al11

A31
A31

A21

Q

Il
oo o oo
oo o oo

A13

A33
A33

A23

<]
N
w

o © oo

A13

A33
A33

A23

A12

A32
A32

A22

(===l

(=== ]

B31
B21

D11
h2
D31
hz
D31
h2
D21

B33 B33 B32
h h h
B33 B33 B32
h h h
B23 B23 B22
h h h
D13 D13 D12
h2 h2 h2
D33 B33 D32
h2 h2 h2
D33 D33 D32
h2 h2 h2
D23 D23 D22
h2 h2 h2
0O 0 0O
0O 0 0O

(148)

(149)



0 0 0 0 O
000 00O
0 00 00O
0 00 00O
000 00
a=/0 0 0 0 O (150)
0 o0
000 o o
0 0 0 Fy Fpp
0 0 0 hn n
0 0 0 Far Fa
L hh_
0 0 0 0 0
00 0 00
00 0 00
00 0 00
—Fu
00 » 00O
g=10 0 _f1z 0 0 (151)
h
_F2
00 r 0 0
0 0 _Fzz 0 0
00 h 0 0
00 9 oo
0
T +T1
T +T;
1 -
f=|;Ti+T1) (152)
1 _
;T3 +T3)
| 15 +715 |

En SCILAB, las matrices que se tienen que definir son similares a las de COMSOL.



VI. Resultados y discusion
VI.1 Validacidon
La validacion consistié en comparar los resultados obtenidos en SCILAB con los de COMSOL.
Dimensiones del laminado.

Para la validacién se emplearan los laminados A, B, C y D. Los laminados tienen una superficie
delx1m.

En la Figura 13, se muestran los mallados tanto de COMSOL como de SCILAB usado para estos

laminados.

b)

Figura 13. Mallado del laminado con SCILAB (a) y con COMSOL (b).
Los laminados de estudio son:

. Laminado A: Este laminado consta de 4 capas de espesor de 3mm cuya matriz es de
aluminio vy las fibras son de carbono. El angulo de las fibras se mide respecto al eje de las X. El

laminado es un 0,.

. Laminado B: Este laminado consta también de 4 capas aluminio/carbono (como en el

laminado A), de espesor de 3mm, pero esta vez el apilamiento es un (45, —45)..
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. Laminado C: Este laminado consta también de las mismas 4 capas que los laminados

anteriores, con el mismo espesor, pero el apilamiento es un (0,90,0,90), es decir un apilamiento no
simétrico.

. Laminado D: En este laminado de 4 capas, la primera capa es de aluminio-carbono (como
en el laminado anterior), la segunda tiene fibras de carbono con una matriz epdxica (carbono-epoxy),
la tercera tiene una matriz de nylon 6 con fibras de boro, y la cuarta capa tiene una matriz de nylon 6
con fibras de carburo de silicio. La secuencia de apilamiento es (45, —45,45, —45).

En la Tabla 2, se muestran las propiedades de cada material mencionado arriba.

Tabla 2. Propiedades de los materiales que se usaran para los laminados.

Propiedad\Material Aluminio- Carbono- Nylon6-boro Nylon6-
carbono epoxyl carburo de
silicio
E, (GPa) 106.2 133.24 353.94 360.24
E; (GPa) 84.0 7.6 22.87 22.89
Ey (GPa) 84.0 7.6 22.87 22.89
Vir 0.3102 0.2 0.2 0.2
Vin 0.3102 0.2 0.2 0.2
Vin 0 0.2 0 0
G,r (GPa) 31.546475 3.17 9.53 9.54
G,y (GPa) 31.546475 3.17 9.53 9.54
Gry (GPa) 43.218338 4.43 12.55 12.56

De acuerdo con la Figura 14, el laminado esta empotrado en uno de sus lados, en el lado opuesto

al empotrado se aplica la carga.




Figura 14. Diagrama del laminado y su respectivo empotramiento.
Cada laminado se analizara bajo las cargas mostradas en la Figura 15 y son las siguientes:

a) N,=1N/m
b) M,=1N-m/m
¢ Q=1N/m

M,=1N-m/m

Figura 15. Diagrama del laminado sujeto a la tension N, (), al momento M,, (b), a la fuerza cortante Q (c)
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A continuacion, se muestran las matrices ABDF para cada laminado, junto con las graficas de su
comportamiento (desplazamientos y giros). El programa en SCILAB y COMSOL usan polinomios de
grado 3 en cada elemento, pero en la graficacion, COMSOL tiene herramientas de suavizado no

implementadas en SCILAB.
VI.1.1 Laminados Ay B.

Para estos laminados simétricos, la matriz B es cero. Para el laminado A, las matrices de rigidez
ABDF obtenidas con el software SCILAB son:

i 0 0 0
138 034 0
A=1034 109 0 |GPam B=10 0 0] GPa.m?
[ 0 o0 038 0 00
11.66 X 10~ 0.41 x 10-° 0
D=1041%x10"5 1.31x10°° 0 ]GPa.m3 F= [0'38 022] GPa.m
L0 0 0.45 x 1075 :
y para el laminado B se obtienen:
0 0 0
117 041 0
A=lo41 117 o0 ]GPa.m B=10 0 0|GPa.m’
0 0 045 000
D
1.40 X 10™° 0.49 x 1075 0.07 x 107° . F= [0-44 0 ]Gpa_m
=10.49 x 1075 1.40 x 10~5 0.07 x 10~%|GPa.m 0 044
0.07 x 1075 0.07x 1075 0.54x 1075

Cabe resaltar que los resultados obtenidos para estas matrices con el software MAC LAM son
idénticos.



VI.1.1.1 Tension Ny

Los desplazamientos U, en los laminados A y B se muestran en la Tabla 3. Se aprecia que el
valor absoluto de estos desplazamientos incrementa a medida que uno se aleja del empotramiento,
el cual los bloquea, y su sigho cambia de izquierda a derecha debido al efecto Poisson producido por
la tension N,,. Los resultados obtenidos en SCILAB y en COMSOL, son practicamente iguales. Para

el laminado A se obtuvo un rango de —12 x 1071 a 12 x 107** men COMSOL y SCILAB, para el
laminado B en ambos programas se obtuvo de —18 x 107! a 18 x 107! m.

Tabla 3. Desplazamientos U, en m en los laminados A 'y B causados por una carga N,, y

calculados con COMSOL y SCILAB.

Laminado Resultados en COMSOL Resultados en SCILAB

10
10 1810
5 Se11
A 0 e
5 Se11
10 -1e-10

x10°1

15

10

s
L]
-10
-15

]




Los desplazamientos Uy debidos a N, disminuyen en valor absoluto al estar mas cerca del

empotramiento debido a que éste restringe la libertad del laminado para moverse (ver Tabla 4). Tanto

para el laminado A como el B, las graficas de COMSOL y SCILAB son idénticas, pues para el
laminado A, tanto en COMSOL como en SCILAB se obtuvo un rango de valores de 0a 9.6 x 1071 m

y para el laminado B se obtuvieron de 0 a 9.5 x 1071°,

Tabla 4. Desplazamientos U,, en m en los laminados A y B causados por una carga N, y
calculados con COMSOL y SCILAB.

Laminado Resultados en COMSOL Resultados en SCILAB

x1077
@e-10
8e10
Te10
Ge-10
A Se10
410
310
2e10
1#-10
0#00
x ln-lu
9
B

A L I L L

T A




VI.1.1.2 Flexion M,,

Los desplazamientos en la direccion z producidos por el momento M,, aumentan en valor absoluto
a mayor distancia del empotramiento debido a que el empotramiento le impide desplazarse
verticalmente (ver jError! La autoreferencia al marcador no es vélida.). Los resultados obtenidos
en SCILAB y en COMSOL coinciden en sus rangos de valores: Los valores de U; para el laminado

A, en COMSOL y SCILAB van de —40 x 10™® a 0 m y para el laminado B se tiene ese mismo rango.

Tabla 5. Desplazamientos U, en m en los laminados A'y B causados por una carga M,, y

calculados con COMSOL y SCILAB.

Laminado Resultados en COMSOL Resultados en SCILAB




En la Tabla 6 se aprecia que los giros (by de los laminados A y B incrementan su valor absoluto

conforme nos alejamos del empotramiento. Nuevamente, los resultados obtenidos en SCILAB son
practicamente idénticos a los de COMSOL. Para el laminado A el valor minimo alcanzado es de 0 rad
y el maximo es de 8 x 107> rad, mientras que para el B los valores varian de 0 a 7.6 X 1075 rad en

ambos programas.

Tabla 6. Rotaciones ¢, en rad en los laminados A 'y B causados por una carga M,, y

calculados con COMSOL y SCILAB.

Laminado Resultados en COMSOL Resultados en SCILAB

| :H

2 F N W B oW @ N

x107%

7

6

5 Se-05
B a 405

3 Fe-05

2 2005

1 1605

o D#00




VI.1.1.3 Fuerza cortante Q

El desplazamiento en z incrementa su valor absoluto en el extremo libre, pues el empotramiento
mantiene el laminado en su posicién. (Ver Tabla 7). Los resultados en SCILAB son iguales a los de
COMSOL, pues en el laminado A se tiene un rango de 0 a 25 x 10" m y en el B se tienen también

esos valores en ambos programas.

Tabla 7. Desplazamientos U, en m en los laminados A y B causados por una carga Q y
calculados con COMSOL y SCILAB.

Laminado Resultados en COMSOL Resultados en SCILAB




A mayor lejania del empotramiento en los laminados A y B habra mayor valor absoluto del giro ¢y

producido por la fuerza cortante Q (ver Tabla 8). Los resultados obtenidos en SCILABy en COMSOL,

coinciden perfectamente. Siendo, para el laminado A el rango de valores de —40 x 10™®a Orady
para el laminado B de —38 x 107¢a 0 rad en COMSOL y SCILAB.

Tabla 8. Rotaciones ¢, en rad en los laminados A y B causados por una carga Q y
calculados con COMSOL y SCILAB.

Laminado Resultados en COMSOL Resultados en SCILAB
A E ﬂ :
| 5 H“

VI.1.2 Laminados Cy D.

Para estos laminados no simétricos, la matriz B es diferente de cero. Para el laminado C, las
matrices de rigidez ABDF obtenidas con el software SCILAB son:

B
_[L24 034 0 —2.16 x 10~ 0 0
A=1034 124 0 |GPam 0 16 x 10~ ol GPam?
0 0 038 0 0 0
148 X 105 041X 105 0
D=041%x10"5 1.5x10°5 0 ]GPa.m3 F= [0'(‘)‘4 024] GPa.m
_5 .
0 0 0.45 x 10




y para el laminado D se obtienen:

B

. 1.05 073 —0.08 P 045% 1073  098x10~3 —0.71x 1073
=1073 105 -—0.08|GPa.m =1098x1073  045x 1073 —0.71 x 103| GPa.m?

—0.08 —-0.08 0.77 —0.71x 1073 —0.71x 1073 1.02x 1073

D
0.10 0.01
F= GPa.
CPa.m? 001 o.10/6Pm

0.88 x 107° 1.4 %1075 —0.45 x 107°

[ 1.4 x107° 0.88x 107> —0.45x 107°
—0.45x 1075 —045%x10"°> 0.94x107°

Cabe resaltar que los resultados obtenidos para estas matrices con el software MAC LAM son

idénticos.



VI.1.2.1 Tension N,

Dado que los laminados C y D no son simétricos respecto al plano medio, se van a producir giros

al aplicar la carga de tension N, por la falta de compensacion simétrica, provocando que se desplace

en la direccion z (ver Tabla 9). Los resultados obtenidos en SCILAB y en COMSOL son
practicamente iguales. Para el laminado C se observa que los valores del desplazamiento en z varian
de0a6.2x10"°men COMSOL y SCILAB, mientras que para el laminado D van de —35x 107° a

5 x 107 m en ambos programas.

Tabla 9. Desplazamientos U, en m en los laminados C y D causados por una carga Ny y

calculados con COMSOL y SCILAB.

Laminado Resultados en COMSOL Resultados en SCILAB
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Los giros en y de los laminados C y D se incrementan en valor absoluto a mayor distancia del
empotramiento debido a que este mantiene inmovil esa parte del laminado a causa de que los
materiales del laminado son distintos, impidiendo asi la compensacion simétrica (ver Tabla 10). los
resultados obtenidos en COMSOL y SCILAB coinciden bastante. Los valores del giro en y para el
laminado C en ambos programas van de —12.2 X 1072 a 0 rad y para el laminado D estos varian de
—1.5x107%a 9.1 x 1078 rad.

Tabla 10. Rotacion ¢,, en rad en los laminados C y D causados por una carga Ny, y

calculados con COMSOL y SCILAB.

Laminado Resultados en COMSOL Resultados en SCILAB
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VI.1.2.2 Flexion M,,

Los desplazamientos en x, por ser asimétrico el laminado, se veran influenciados por la curvatura
producto de la asimetria en los laminados C y D. En este Ultimo los desplazamientos varian de forma
asimétrica debido a que en ninguno de los ejes hay simetria en las capas, por lo que, a pesar de los
angulos, la diferencia en propiedades de cada capa impide la compensacién simétrica. Todo esto se
muestra en la Tabla 11. Los resultados obtenidos en SCILAB y en COMSOL tienen bastante similitud.
Para el laminado C se tiene un rango de valores de desplazamiento en x que van de —8.2 x 1071% a

8.1x107%m en COMSOL y SCILAB, mientras que para el laminado D van de —5x 1078 a
14 x 1078 m.

Tabla 11. Desplazamientos U, en m en los laminados C y D causados por una carga M,, y

calculados con COMSOL y SCILAB.

Laminado Resultados en COMSOL Resultados en SCILAB
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Los desplazamientos en y bajo la carga M,, en los laminados C y D son mostrados en la Tabla 12.
El perfil de desplazamientos en el laminado simétrico C es recto, pero en el D, por ser asimétrico
respecto a al plano medio, el perfil es parecido a una parabola. Este perfil no lineal en el laminado D
se debe a las diferentes direcciones de las fibras en cada capa, en la diferencia de materiales y la
falta de compensacién geométrica. Existe igualdad entre los resultados obtenidos en COMSOL y
SCILAB. Para el laminado C se observa que los valores maximos y minimos del desplazamiento y
varian de —12.2 x 107 a 0 m en COMSOL y SCILAB y para el laminado D van de —0.8 x 107° a
10.2 X 107° m.

Tabla 12. Desplazamientos U,, en m en los laminados C y D causados por una carga M,, y

calculados con COMSOL y SCILAB.

Laminado Resultados en COMSOL Resultados en SCILAB
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VI.1.2.3 Fuerza cortante Q

El desplazamiento en la direccién z en el laminado C se incrementa de manera uniforme en la

direccion x debido a que el laminado es simétrico. En el laminado D que es asimétrico, el

desplazamiento varia de forma asimétrica debido a la falta de compensacién. En ambos laminados

el desplazamiento en z incrementa su valor absoluto a mayor lejania del empotramiento (ver Los

resultados obtenidos en COMSOL y SCILAB tienen bastante similitud. Para el laminado C se tienen
valores de 0 a23 x10®*myenel Dvande 0 a31 x 107%m tanto en COMSOL como en SCILAB.

Tabla 13). Los resultados obtenidos en COMSOL y SCILAB tienen bastante similitud. Para el

laminado C se tienen valoresde 0 a 23 x 10"®myenelDvande 0 a 31 X 10~® m tanto en COMSOL

como en SCILAB.

Tabla 13. Desplazamientos U, en m en los laminados C y D causados por una carga Q y
calculados con COMSOL y SCILAB.

Laminado Resultados en COMSOL

Resultados en SCILAB




El giro en y se incrementa a mayor lejania del empotramiento en los laminados C y D. En este

Gltimo hay una ligera curvatura en la variacion del giro debido a la completa asimetria del laminado
(ver Tabla 14). Nuevamente, existe una perfecta concordancia entre los resultados obtenidos en

COMSOL y SCILAB. Para el laminado C los giros en y varian de —35 x 10~%a 0 rad y para el laminado
D van de —50 x 107% a 0 rad en COMSOL y SCILAB.

Tabla 14. Rotaciones ¢, en rad en los laminados C y D causados por una carga Q y
calculados con COMSOL y SCILAB.

Laminado Resultados en COMSOL Resultados en SCILAB
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Como se puede apreciar en las tablas tanto el orden de los colores como los valores maximos y
minimos de desplazamientos y giros son casi iguales tanto en COMSOL como en el software
desarrollado en SCILAB (salvo pequefias diferencias debido a la poca confiabilidad de los mallados),

concluyendo asi que este programa es confiable.

VI.1.3 Graficas de esfuerzos y deformaciones para el laminado B sujeto a la
tension Ny
Anteriormente, se mostraron las graficas de desplazamientos para diferentes laminados bajo

diferentes cargas. Ahora se mostraran las gréaficas de esfuerzos y deformaciones en el plano para el

laminado B bajo la carga N, = 1N/m. En todas las capas, los esfuerzos y deformaciones varian de



capa en capa debido a las diferentes direcciones de cada una. Es importante subrayar que, para
calcular los esfuerzos, se tienen que derivar los desplazamientos para obtener deformaciones y para
esto, en SCILAB se utiliza un método llamado de “parches” (Barlow. 1976). Por ser simétrico el
laminado, solo se consideran las capas 1y 2. Los resultados de COMSOL y SCILAB varian cerca del
empotramiento debido a la singularidad de esfuerzos que se genera ahi, a que el mallado
seleccionado es burdo y a que COMSOL utiliza un método de suavizado para el graficado diferente
al de SCILAB.

En la Tabla 15, se aprecia que para ambas capas las deformaciones son iguales debido a la
simetria del material, el mayor valor absoluto de deformacion se halla lejos del empotramiento, el cual
le impide deformarse, y se debe al efecto Poisson. Hay que recalcar que se observan ligeras
diferencias en ambos programas cerca del empotramiento debido al mallado y los diferentes métodos

empleados para cada uno. A pesar de esto, hay buena congruencia en los resultados.

Tabla 15. Deformacion longitudinal &,, en el laminado B bajo la carga N,,.

Capa Resultados en SCILAB Resultados en COMSOL
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La Tabla 16 muestra que, debido a que en el empotramiento el material no puede deformarse,

solo se deformard lejos de este. Los valores maximos y minimos son los mismos para ambas capas

debido a la compensacién simétrica que se produce en el laminado. Lejos del empotramiento, los
resultados de COMSOL y SCILAB coinciden.

Tabla 16. Deformacion longitudinal &,, en el laminado B bajo la carga N,,.

Capa

Resultados en SCILAB
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En la Tabla 17 se aprecia que las deformaciones angulares ¢, ,, lejos del empotramiento se hacen

cero debido a que es un laminado balanceado (capas a 45° y -45°). La magnitud de estas

deformaciones en todo el laminado son pequefias comparadas contra las deformaciones &;,,.

Tabla 17. Deformacion angular &, en el laminado B bajo la carga N,

Capa Resultados en SCILAB

Resultados en COMSOL
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Revisemos ahora los esfuerzos g,;, en la mitad de las capas 1 y 2. En el empotramiento hay
concentracién de esfuerzos, pero lejos de éste, los esfuerzos son casi constantes y su valor es

practicamente el mismo cuando es calculado con SCILAB y COMSOL (Ver Tabla 18).

Tabla 18. Esfuerzo normal 6} en el laminado B bajo la carga N,

Capa Resultados en SCILAB Resultados en COMSOL
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Los esfuerzos longitudinales aumentan en las esquinas del empotramiento causando una

singularidad de esfuerzos (VerTabla 19). Lejos del empotramiento, estos esfuerzos son los de mayor

magnitud y los valores calculados con COMSOL y SCILAB concuerdan.

Tabla 19. Esfuerzo normal 633" en el laminado B bajo la carga N,

Capa

Resultados en SCILAB

Resultados en COMSOL
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Los esfuerzos cortantes o}iPPLE (ver Tabla 20) en la mitad de las capas 1y 2 son mayores en las
esquinas porque el empotramiento mantiene en su sitio al material para impedir las deformaciones
transversales que se originarian libremente por el efecto Poisson. En el resto del laminado estos
esfuerzos son 0 al igual que las deformaciones angulares ¢;,, debido a que es un laminado

balanceado con capas a 45y -45 grados. Lejos del empotramiento, los valores calculados por SCILAB

y COMSOL concuerdan.

Tabla 20. Esfuerzo cortante o
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en el laminado B bajo la carga N,,.
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VII.

Conclusion

En este trabajo, se desarrollé un software en SCILAB que permite analizar placas laminadas por

medio de elementos finitos. Los objetivos se llevaron a cabo exitosamente y la hipétesis fue

confirmada. De esta tesis es importante resaltar lo siguiente:

® El modelo matematico usado para este software fue el método de elementos finitos con

elementos triangulares y funciones de forma de grado 3.
® El programa se desarrollé en el software cientifico SCILAB.
® E| programa puede calcular la matriz de rigidez ABDF.

® Se pueden determinar desplazamientos, deformaciones, fuerzas generalizadas y esfuerzos por

capa cuando la placa laminada es sometida a cargas cualesquiera.

® El software realizado fue validado comparando sus resultados contra los de los programas
COMSOL y MAC LAM.

® Finalmente es posible graficar los resultados por medio de mapas de colores.

Hay que tener en cuenta que adn resta por hacer lo siguiente:

@ Visualizacion tridimensional del laminado bajo las cargas aplicadas.

® Anadir diferentes condiciones térmicas, acusticas y de humedad.

® Calcular las propiedades del laminado aplicando la ley de mezclas.

® Calcular la matriz ABDF por el método de rigideces, no solo por inversa de complianzas.
® Agregar opciones para cambiar el sistema de unidades.

® Determinar si el material resiste las cargas aplicadas.

® Crear una interfaz grafica amigable.

Este software desarrollado tuvo sus objetivos cumplidos, sus logros realizados y los aspectos que
aln se pueden mejorar. Sin embargo, se puede afirmar que se ha abierto una nueva posibilidad al
campo de la ingenieria. Los software que ya existian para analizar placas laminadas por elementos
finitos son costosos y los gratuitos como el MAC LAM solo calculan la matriz ABDF. Ahora se tiene
un programa que calcula y grafica desplazamientos, deformaciones, fuerzas y esfuerzos

generalizados.
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