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Abstract

In the real world it is not uncommon to find an optimization problem with mul-
tiple objectives in conflict, and therefore there is not a single optimal solution but
a set of optimal solutions. Multi-objective Genetic Algorithms have resulted in a
promising tool for solving these types of problems. However, an important issue in
multi-objective optimization is to evaluate and compare the quality of the solution
sets generated by different multi-objective algorithms. A simple way to compare
the quality of solution sets is through visualization, but visual comparison cannot
quantify the difference between solution sets since this problem becomes harder as
the number of objective functions increases. Quality indicators arise as a quantita-
tive way of comparing solution sets. The most commonly used indicator, probably
due to its mathematical properties, is the so-called hypervolume. Hypervolume is
not only used to compare sets of solutions, but also as a selection criterion in the op-
timization process within these algorithms. It is important to note that coming with
the exact of hypervolume is computationally expensive, meaning that the running
time grows exponentially with respect to the number of objective functions. The
latter being one of its main shortcomings, especially when the number of objective
functions is high. In this thesis work a new approach is proposed to approximate the
hypervolume value using models trained with Genetic Programming. The results
are very promising, showing that some of the models can approximate the hyper-
volume value with an accuracy of up to 99 % with a speed 10 to 80 times faster than
other competing algorithms used for the same task.
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Resumen

En un mundo real no es raro encontrar un problema de optimización con múlti-
ples objetivos donde estos objetivos a menudo están en conflicto entre si y no existe
una solución óptima única sino un conjunto de soluciones óptimas. Los algoritmos
genéticos multi-objetivo han resultado en una herramienta prometedora para la re-
solución de este tipo de problemas. Sin embargo, un tema importante en la optimi-
zación multi-objetivo es evaluar y comparar la calidad de los conjuntos de solucio-
nes generados por los diferentes optimizadores multi-objetivo. Una forma sencilla
de comparar la calidad de los conjuntos de soluciones es la visualización. No obs-
tante, la comparación visual no puede cuantificar la diferencia entre los conjuntos
de soluciones además de volverse más difícil conforme se incrementa el número de
funciones objetivo. Los indicadores de calidad surgen como una forma cuantitativa
de comparar los conjuntos de soluciones. El indicador más utilizado debido a sus
propiedades matemáticas es el indicador hipervolumen. Este indicador no solo es
utilizado para medir el desempeño de los algoritmos de búsqueda, sino también co-
mo criterio de selección de dichos algoritmos. Sin embargo, calcular el valor exacto
de hipervolumen computacionalmente hablando es costoso. Los algoritmos cono-
cidos para el cálculo del valor de hipervolumen crecen exponencialmente respecto
al número de funciones objetivos circunstancia que limita su uso, especialmente
cuando el número de funciones objetivo es elevado. En este trabajo de tesis se pro-
pone un nuevo enfoque para aproximar el valor de hipervolumen utilizando mode-
los entrenados con Programación Genética. Los resultados son muy prometedores,
mostrando que algunos de los modelos son capaces de aproximar el valor de hiper-
volumen con una exactitud de 99 % con una velocidad 10 a 80 veces mas rápido que
otros algoritmos utilizados para el calculo y aproximación de hipervolumen.
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Capítulo 1

Introducción

En las últimas décadas los algoritmos evolutivos multi-objetivo (por sus siglas

en inglés, Multi-Objetive Evolutionary Algorithms: MOEAs) se han convertido en una

herramienta muy popular para resolver problemas de optimización numérica y

combinatoria en distintas áreas de la ingeniería y ciencias computacionales. Su efec-

tividad en la solución de problemas complejos de optimización, así como su flexi-

bilidad y fácil uso los ha convertido en uno de los métodos más utilizados en la

literatura especializada.

Generalmente, los problemas de optimización que se presentan en el mundo real

no son lineales, sino que suelen requerir de la optimización de dos o más objetivos

que se contraponen entre sí, en donde no existe una única solución sino un conjunto

de soluciones denominadas frente de Pareto [1], a este tipo de problemas se les

denomina problemas de optimización multi-objetivo [2].

Una de las principales causas que ha motivado el uso de estos evolutivos para

resolver problemas de optimización es que a diferencia de otros algoritmos trabajan

con un grupo de soluciones a la vez, lo cual permite aproximar el conjunto de óp-

timo de Pareto en una sola ejecución [3]. Esta característica disminuye la limitante

que tienen algunos otros evolutivos y algunas técnicas de programación matemáti-
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

ca las cuales necesitan ser ejecutadas múltiples veces para obtener varios elementos

del óptimo de Pareto.

Cuando se trabaja con problemas de optimización multi-objetivo es necesario

comprobar el desempeño que tienen los algoritmos en la búsqueda del conjunto de

óptimos de Pareto. Para realizar una comparación objetiva ha sido necesario desa-

rrollar indicadores de desempeño que puedan cuantificar las diferencias de calidad

entre las aproximaciones obtenidas por los MOEAs. Uno de los indicadores más

populares y utilizados debido a sus propiedades matemáticas es el indicador hi-

pervolumen, se ha demostrado que maximizar este indicador conduce a lograr la

convergencia hacia el óptimo de Pareto [4]. Sin embargo, calcular el valor exacto

de hipervolumen es costoso computacionalmente hablando. Por esta razón, en es-

te trabajo de investigación se propone un enfoque de Machine Learning donde se

utiliza Programación Genética para entrenar modelos que puedan aproximar el va-

lor de hipervolumen de una aproximación realizada por un algoritmo de búsqueda

al óptimo de Pareto. Los modelos más eficientes se utilizarán para aproximar la

contribución de hipervolumen en el criterio de selección en un algoritmo genético

multi-objetivo basado en indicadores.

1.1. Antecedentes

El indicador hipervolumen es el indicador más utilizado para medir la calidad

de las soluciones finales producidas por un algoritmo de búsqueda. Los importantes

beneficios de utilizar esta métrica han llevado a los investigadores a buscar técnicas

más eficientes para calcularlo.

Existen diversas propuestas para realizar el cálculo de hipervolumen, por ejem-

plo el algoritmo de inclusión-exclusión [5], este método suma todos los volúmenes

obtenidos al intersecar un conjunto de volúmenes n-dimensionales, cuya compleji-
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dad es O(n2m). Beaume [6] propone considerar la métrica de hipervolumen como

un caso especial de un problema más general llamado métrica de klee [7] cuya com-

plejidad para n puntos con d ≥ 3 objetivos es O(nlog(n) + n
m
2 log(n)). La medida

de Lebesgue fue propuesta por Fleischer [8] este indicador se enfoca en remover un

politopo rectangular disjunto del espacio formado por un conjunto de puntos no

dominados, el valor de hipervolumen se incrementa en base al polotipo eliminado,

la complejidad de este algoritmo se demostró empíricamente por While [9] donde

para el peor de los casos se tiene un tiempo computacional deO(2m−1). El algoritmo

Hypervolume by Slicing Objetives (HSO) [10–12] procesa objetivos en lugar de puntos

este método trabaja con un conjunto de puntos no dominados, previamente orde-

nados con respecto al primer objetivo, posteriormente traza secciones trasversales

a lo largo de este objetivo. Al igual que el algoritmo de Lebesque su complejidad fue

demostrada por While [12] la cual es O(mn−1) y aunque logra una mejora respecto

a Lebesgue no logra resolver el problema de alta dimensionalidad. Fonseca, Paque-

te y López Ibáñez propusieron el algoritmo FLP [13] basado en el algoritmo HSO,

con las mejoras realizadas se logró reducir el tiempo de ejecución a O(nm−2log(n)).

El algoritmo WFG [14] es una variación del algoritmo FLP que fue propuesta por

el Walking Fish Group. Estos últimos algoritmos están considerados dentro de los

mejores para realizar el cálculo de hipervolumen. Sin embargo, aún sigue siendo

complicado utilizarlos en problemas de alta dimensionalidad.

Por otro lado, están los algoritmos diseñados para aproximar el valor de hiper-

volumen para un conjunto de soluciones no dominadas. El más representativo es

el algoritmo denominado HypE [15] que está basado en muestreo de Monte Carlo,

este método ha demostrado ser un buen estimador capaz de aumentar la precisión

conforme se aumenta el número de puntos de muestra. No obstante, también es

muy sensible al incremento del número de dimensiones.

El indicador hipervolumen también es utilizado dentro del esquema de selec-
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ción de algoritmos basados en indicadores, esto debido principalmente a que es

compatible con la dominancia de Pareto. Algunos de los MOEAs basados en in-

dicadores que se encuentran entre los más representativos del área son el Indica-

dor Based Evolutionary Algorithm (IBEA) [16] y S-Metric Selection Evolutionary Multi-

Objetive Algoritmh (SMS-EMOA) [17]. El algoritmo IBEA permite el uso de distintos

indicadores de desempeño como criterio de selección y generalmente la aptitud de

una solución está basada en la suma de los valores de los indicadores resultantes

por pares de las comparaciones a todas las soluciones. El algoritmo SMS-EMOA es

un algoritmo muy potente para problemas difíciles, que utiliza el valor de hiper-

volumen para mejorar la distribución de las soluciones en el frente de Pareto. El

principal inconveniente de estos algoritmos es su alta complejidad computacional

relacionada al cálculo de contribución de hipervolumen.

1.2. Problema de investigación

Aunque el uso del indicador hipervolumen engloba de una manera positiva va-

rias ventajas importantes [4] que permiten evaluar el desempeño de un MOEA, este

indicador presenta diversas limitantes las cuales radican en el costo cumputacional

que representa realizar el cálculo del valor exacto de hipervolumen. No existe nin-

gún algoritmo que pueda calcular en tiempo polinomial el valor de hipervolumen,

desventaja que limita su uso en la práctica. Por tal razón, persiste la motivación de

buscar otras alternativas para realizar el cálculo del valor de hipervolumen en tiem-

po polinomial. En este trabajo se plantea incorporar modelos entrenados con GP a

un algoritmo basado en indicadores. Estos modelos permitirán aproximar el valor

de hipervolumen sin incrementar su costo computacional al abordar problemas de

alta dimensionalidad.
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1.3. Preguntas de investigación

¿Puede un modelo entrenado con Programación Genética aproximar el valor

del indicador hipervolumen?

¿Puede un modelo entrenado con Programación Genética guiar la búsqueda

de un algoritmo genético multi-objetivo basado en indicadores?

¿Un indicador sintetizado mediante Programacion Genetica será de menor

costo computacional que las propuestas ya existentes?

1.4. Justificación

Generalmente los problemas de optimización del mundo real son problemas que

tienen un gran número de funciones objetivo los cuales se encuentran en conflicto

entre sí, estos problemas son muy costosos de evaluar. Sin embargo, en la actuali-

dad disponemos de herramientas de optimización multi-objetivo que nos permiten

encontrar vectores de solución con valores aceptables para todas las funciones ob-

jetivo. No obstante, entre mayor es el número de funciones objetivo es más difícil

discernir la calidad de las soluciones que estos algoritmos arrojan. Por tal motivo

es necesario contar con métricas de calidad que midan la convergencia, la unifor-

midad y la dispersión de las soluciones obtenidas por un algoritmo de búsqueda.

El indicador hipervolumen es la métrica más ampliamente utilizada gracias a sus

propiedades matemáticas pero, el costo de realizar el cálculo de hipervolumen se

incrementa exponencialmente conforme se aumenta el número de funciones objeti-

vo [18, 19] lo que limita su uso en problemas de muchos objetivos. Estas limitantes

del indicador hipervolumen han motivado a este trabajo de investigación para bus-

car formas más eficientes de realizar el cálculo de hipervolumen. Se busca entrenar

modelos utilizando Programción Genética que sean capaces de obtener una bue-
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na aproximación al valor real de hipervolumen con un costo computacional bajo.

Los modelos serán utilizados para el cálculo de contribución de hipervolumen en el

criterio de selección del algoritmo basado en indicadores SMS-EMOA [17]. La idea

principal radica en minimizar el tiempo de ejecución al reducir el costo computacio-

nal que requiere realizar el cálculo del valor de hipervolumen.

1.5. Objetivos de la tesis

1.5.1. Objetivo general

Desarrollar un indicador de calidad que guíe la búsqueda de un algoritmo ge-

nético multi-objetivo, utilizando Programación Genética.

1.5.2. Objetivos específicos

Incorporar el modelo al algoritmo genético multi-objetivo basado en indicado-

res S-Metric Selection Evolutionary Multi-Objetive Algorithm (SMS-EMOA).

Evaluar el desempeño del algoritmo SMS-EMOA basado en modelos entrena-

dos con Programación Genética.

Comparar el desempeño de las soluciones obtenidas del modelo como indi-

cador con respecto al valor real de hipervolumen calculado con el indicador

WFG de Walking Fish Group.
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Capítulo 2

Optimización multi-objetivo

Muchos problemas de la vida cotidiana requieren de la optimización de dos o

más objetivos que se contraponen entre sí. Por lo general este tipo de problemas no

tienen una solución única sino un conjunto de soluciones que se distribuyen en un

frente de Pareto [20]. Hoy en día existen diversas técnicas para resolver problemas

de optimización multi-objetivo, los algoritmos evolutivos resultan particularmente

adecuados para resolver problemas de optimización. En este capítulo se discuten

los conceptos básicos de los algoritmos evolutivos y la optimización multi-objetivo.

2.1. Cómputo evolutivo

La computación evolutiva es una rama de la inteligencia artificial que constitu-

ye un conjunto de técnicas estocásticas que simulan la evolución natural. A estas

técnicas se les conoce generalmente como algoritmos evolutivos. Las técnicas de

computación evolutiva trabajan sobre una población de posibles soluciones la cual

es evolucionada utilizando operadores inspirados en la variación genética y en la

selección natural con la idea de producir iterativamente mejores soluciones. Dichas

técnicas son procedimientos inspirados en el principio natural de evolución de las

7
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especies conocido como neodarwinismo.

En el cómputo evolutivo existen individuos los cuales representan una solución

potencial al problema que se está tratando, a un conjunto de individuos se le deno-

mina población. Los individuos tienen la probabilidad de reproducirse en base a su

aptitud, la cual indica que tan bueno es el individuo con respecto a los demás; con

dicha aptitud se evalúa la supervivencia de un individuo en cada generación bajo

el principio de supervivencia del más apto.

Para el paso de una generación a otra se aplica una serie de operadores genéticos

los cuales se en listan a continuación.

Selección: El operador de selección determina que individuos generaran des-

cendencia, dicha descendencia formara parte de la siguiente generación. Los

individuos son elegidos en base a su valor de aptitud, este procedimiento está

basado en el principio de supervivencia del más apto.

Cruza: El operador de cruza o recombinación tiene como finalidad heredar la

información genética de dos o más padres a los hijos que formaran parte de la

siguiente generación.

Mutación: La mutación provoca una variación del cromosoma de uno o más

individuos. La mutación opera solo sobre un individuo a la vez.

2.1.1. Principales paradigmas

La computación evolutiva está dividida en tres principales paradigmas. Estos

paradigmas se dividen en Algoritmos Genéticos, Programación Evolutiva y Estra-

tegias Evolutivas.

Las Estrategias Evolutivas (por sus siglas en inglés, Evolutionary Estrategics: EE)

fueron propuestas por I. Rechenberg, P. Bienert y H.P. Schwefel [21] en 1964. La
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primera versión de una estrategia evolutiva fue nombrada (1+1)-EE, la cual estaba

inspirada en el mecanismo de mutación que ocurre en la naturaleza. La represen-

tación de cada individuo fue un vector de valores reales, el cual era manipulado

por operadores de mutación. La (1+1)-EE crea un solo hijo usando mutación de un

solo padre, ambos individuos compiten por sobrevivir; el mejor individuo pasaba

a la siguiente generación mientras que el peor era eliminado. Rechenberg [22] in-

trodujo el concepto de población al proponer una EE llamada (µ + 1) − EE, en la

cual hay µ padres y se genera un solo hijo, el cual puede remplazar al peor padre

de la población. Las EE simulan el proceso evolutivo al nivel de los individuos, por

lo que la recombinación es posible. Normalmente la selección de los individuos es

determinista.

Algoritmo 2.1 Estructura básica de una Estrategia Evolutiva

1. Establecer criterio de paro

2. Generar población inicial

3. while criterio de paro no se satisfaga do

4. Para cada individuo de la población hacer

5. Generar descendencia

6. Seleccionar mejor individuo entre padre e hijo

7. Agregar mejor individuo a la nueva generación

8. end while

Los Algoritmos Genéticos (por sus siglas en inglés, Genetic Algorithms: GAs) de-

nominados originalmente como planes reproductivos, fueron propuestos por Holland

[23, 24] en 1962. El desarrollo de los GAs estuvo influenciado por los procesos de

adaptación natural en términos en que los individuos de una población interactua-
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ran y mejoran en base a cierto ambiente que determina lo apropiado de su compor-

tamiento. Los GAs toman para su definición una terminología utilizada en Genética

Natural, conceptos como genotipo, fenotipo, cromosoma, gene y alelo. El genotipo descri-

be la información genética que ha sido heredada por un individuo y puede trasmitir

a sus descendientes. El fenotipo representa las características visibles que manifiesta

un individuo por la expresión de su genotipo. En el algoritmo el fenotipo es la re-

presentación codificada de una posible solución y el genotipo la cadena binaria que

codifica dicha solución. A la cadena binaria se le llama cromosoma. A cada posición

del cromosoma se le denomina gene y al valor dentro de esta posición se le denomina

alelo. Los GAs utilizan los tres operadores genéticos: selección, cruza y mutación. Sin

embargo, la cruza es el operador principal de este paradigma, en el GA se enfatiza

la importancia de la cruza sexual sobre la mutación. La selección de los individuos

es probabilística con base a aptitud.

Algoritmo 2.2 Estructura básica de un Algoritmo Genético

1. Establecer criterio de paro

2. Generar población inicial

3. while criterio de paro no se satisfaga do

4. Seleccionar padres

5. Recombinar los individuos utilizando cruza para generar descendencia

6. Mutar los individuos

7. Evaluar la aptitud de los nuevos individuos

8. Determinar los individuos que pasan a la nueva generación

9. end while

La Programación Evolutiva (por sus siglas en inglés, Evolutionary Programming:
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EP) fue propuesta por Lawrence J. Fogel [25, 26], en 1964. Este paradigma es muy

similar a las Estrategias Evolutivas con la diferencia de que no emplea el operador

de cruza u algún otro tipo de recombinación. EP es una abstracción de la evolución

al nivel de las especies puesto que en la naturaleza una especie no se mezcla con

otra y este algoritmo evolutivo simula este principio. La EP enfatiza los nexos de

comportamiento entre padres e hijos en vez de buscar operadores genéticos espe-

cíficos, como lo hacen los GA. El único indicador de variación que incorpora es la

mutación. La selección es realizada mediante torneo estocástico, el cual consiste en

comparar un número de individuos entre sí y seleccionar el de mayor aptitud. Fogel

consideraba que uno de los principales rasgos que caracterizaban el comportamien-

to inteligente era la capacidad de predecir el ambiente y la capacidad de traducir

estas predicciones de manera adecuada, para modelar este comportamiento Fogel

utilizo autómatas de estado finito.

Algoritmo 2.3 Estructura básica de un algoritmo de Programación Evolutiva

1. Establecer criterio de paro

2. Generar población inicial

3. Evaluar población inicial

4. while criterio de paro no se satisfaga do

5. Para cada individuo de la población hacer

6. Generar descendencia utilizando mutación

7. Evaluar descendencia

8. Realizar selección de individuos por torneo

9. Remplazar la población actual con los individuos seleccionados

10. end while
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2.2. Problemas de optimización multi-objetivo

Se define el problema de optimización multi-objetivo como el proceso de encon-

trar un vector de variables de decisión que satisfaga todas las restricciones en caso

de tenerlas y optimice un vector de funciones objetivo [27].

La mayor parte de los problemas de optimización del mundo real involucran

más de un objetivo que necesita ser minimizado o maximizado. Esto es, suelen te-

ner dos o más funciones objetivo que deben satisfacerse simultáneamente y que

presentan un grado de conflicto entre sí. Un conflicto que ocasiona que la mejora

de un objetivo provoque el deterioro de otros. Este tipo de problemas son conside-

rados como problemas de optimización multi-objetivo [2]. Debido a la naturaleza

conflictiva de los objetivos no existe una única solución capaz de optimizar todos

los objetivos, sino que existen una serie de soluciones con valores aceptables para

todas las funciones objetivo [2]. Un problema de optimización multi-objetivo con-

siste en buscar el mejor compromiso posible entre todos los objetivos.

Definición 2.1 Un problema de optimización multi-objetivo se puede definir de la siguien-

te manera: F (−→x ) = (f1(−→x ), ..., fk(
−→x )), donde k es el número de funciones a optimizar,

sujetas a gi(−→x ) ≤ 0 restricciones de desigualdad y hj(−→x ) = 0 restricciones de igualdad

con i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2, ..., n, donde −→x = [x1, x2, ..., xn]T es el vector de variables de

decisión que definen el problema. Las restricciones gi(−→x ) ≤ 0 y hj(−→x ) = 0 deben de ser

de ser satisfechas al mismo tiempo que se generan valores óptimos para todas las funciones

objetivo F (−→x ).

2.3. Terminología de Pareto.

La noción de óptimo que es utilizada en optimización multi-objetivo fue pro-

puesta originalmente por Francis Ysidro Edgeworth [28] y más tarde en 1896 fue
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generalizada por Vilfredo Pareto [20], la cual se conoce como óptimo de Pareto.

Definición 2.2 Optimalidad de Pareto: Se dice que una solución
−→
x∗ ∈ Ω es un óptimo de

Pareto si no existe
−→
x∗ ∈ Ω tal que fi(−→x ) ≤ fi(

−→
x∗) para toda i = 1, ..., k y fj(−→x ) ≤ fj(

−→
x∗)

para al menos una j.

Definición 2.3 Dominancia de Pareto: Se dice que un vector −→u = [u1, ..., uk]
T domina

a otro vector −→v = [v1, ..., vk]
T si y solo si −→u es parcialmente menor que −→v es decir: ∀i ∈

{1, ..., k} : ui ≤ vi ∧ ∃i ∈ {1, ..., k} : ui < vi.

Definición 2.4 Conjunto de óptimos de Pareto: Para un problema multi-objetivo dado

fi(
−→x ), el conjunto de óptimo de Pareto, denotado por P ∗ se define como: P := {−→x ∈ Ω |6

∃−→x ′ ∈ Ω, fi(
−→x ′) � fi(−→x )}.

Definición 2.5 Frente de Pareto: Para un problema multi-objetivo dado f(−→x ) y su conjun-

to de óptimos de Pareto (P ∗), el frente de Pareto PF ∗ se define como PF ∗ := {f(−→x ),−→x ∈

P ∗}.

Function 1

F
u

n
ct

io
n

 2

Pareto front

Figura 2.1: Frente de Pareto.
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2.4. Vectores de referencia.

Los algoritmos de optimización multi-objetivo utilizan algunos vectores espe-

ciales como puntos de referencia, dichos vectores se definen de la siguiente manera.

Definición 2.6 Vector objetivo ideal: El vector ideal minimiza cada función objetivo de

manera independiente y se define como: fideal = ( mı́n−→x ∈P ∗ f1(−→x ), ..., mı́n−→x ∈P ∗ fk(
−→x ).

Definición 2.7 Vector objetivo de nadir: El vector objetivo de nadir contiene en cada uno

de sus componentes al máximo de cada objetivo y se define como: fnadir = ( máx−→x ∈P ∗ f1(−→x ), ...,

máx−→x ∈P ∗ fk(
−→x ).

El vector ideal y el vector de nadir suelen utilizarse para acotar el frente de Pareto,

ya que normalizan los valores objetivo en una escala común.

2.5. Algoritmos evolutivos multi-objetivo

La capacidad de los algoritmos evolutivos de resolver problemas con múltiples

objetivos fue sugerida por Rosenberg [2] desde 1967. Sin embargo, no llego a desa-

rrollar un algoritmo. La primera implementación de lo que hoy se conoce como un

algoritmo genético multi-objetivo fue propuesta por Schaffer [29] en 1984. Desde en-

tonces los algoritmos genéticos multi-objetivo se han popularizado como métodos

robustos y efectivos para resolver problemas de optimización basados en dominan-

cia de Pareto [30]. Los MOEAs presentan varias ventajas al momento de resolver

problemas de optimización multi-objetivo, una de ellas es que trabajan simultánea-

mente con un conjunto de soluciones potenciales o poblaciones lo que permite en-

contrar varias soluciones del óptimo de Pareto en una sola ejecución [29] además

de que tienden a ser menos susceptibles a la discontinuidad y la forma del frente de

Pareto.
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Los MOEAs surgen como una extensión de los algoritmos evolutivos, al igual

que los AGs su funcionamiento se basa en la simulación del proceso de evolución

natural de los seres vivos. Sin embargo, los MOEAs utilizan un esquema de selec-

ción que debe considerar k ≥ 2 funciones objetivo. Los principales métodos utiliza-

dos para manejar varias funciones objetivo en el proceso de selección se clasifican

en: métodos de agregación, métodos basados en población y métodos basados en

jerarquización de Pareto.

Los métodos de agregación [31] utilizan una función escalar para calcular la

aptitud de los individuos, este método solo produce una solución al trasformar un

problema de optimización multi-objetivo en un problema mono-objetivo.

El método basado en población [29] cambia el criterio de selección durante la

reproducción, lo que permite guiar la búsqueda en varias direcciones, a diferencia

del método anterior este método es capaz de evolucionar múltiples soluciones no

dominadas en una sola ejecución.

El método basado en jerarquización de Pareto [30] es el más utilizado en la ac-

tualidad, este método asigna la aptitud de los individuos en base a la dominancia

de Pareto, su objetivo es seleccionar soluciones no dominadas y considerar todas las

soluciones no dominadas en una población como igualmente buenas, esto significa

que a todos los individuos no dominados se les asigna un mismo rango de aptitud.

Otras características importantes de los algoritmos genéticos multi-objetivo son

la diversidad y el elitismo, mantener la diversidad en la población permite encon-

trar un conjunto de soluciones bien distribuidas sobre el frente de Pareto, para man-

tener la diversidad de las soluciones existen varios enfoques tales como niching [32],

clustering [33–35], fitness sharing [36], entropy [37, 38] y crowding [39] entre otros.

El elitismo [39] normalmente consiste en mantener a los individuos más ap-
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tos de una generación a otra y de esa manera garantizar que un algoritmo tenga

un desempeño monótono creciente; una forma de implementación de elitismo es

que en lugar de remplazar la generación de padres con la nueva generación am-

bas son combinadas para posteriormente aplicar una selección determinista. Otra

forma de elitismo es utilizar archivos históricos también conocidos como población

secundaria la cual interactúa de diferentes maneras con la población principal, es-

tos archivos retienen las soluciones no dominadas generadas a lo largo del proceso

de búsqueda. La aproximación al óptimo de Pareto realizada por un algoritmo de

búsqueda generalmente es el contenido final de este archivo.

2.5.1. Métricas para evaluar la eficiencia de los algoritmos genéticos multi-

objetivo

Las métricas de desempeño o indicadores de calidad permiten comparar la cali-

dad de las soluciones obtenidas por un algoritmo de búsqueda mapeando la apro-

ximación que este realiza al frente de Pareto [27, 40]. Para evaluar la calidad de estas

aproximaciones se deben tomar en cuenta tres aspectos importantes: la convergen-

cia al frente de Pareto, la diversidad de las soluciones en el espacio objetivo y la

dispersión de las soluciones en el frente de Pareto [41, 42].

La convergencia al frente de Pareto indica cuan distante es la aproximación

realizada por un algoritmo de búsqueda al frente óptimo de Pareto.

La diversidad de las soluciones en el espacio objetivo indica la distancia rela-

tiva entre las soluciones encontradas.

Mientras que la dispersión se refiere al número de soluciones del conjunto

de óptimos de Pareto encontrados, las cuales deben cubrir la mayor región

posible.
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Los aspectos considerados para evaluar la calidad de una aproximación al frente

de Pareto se ejemplifican en la figura 2.1. En (a) se muestra un conjunto de solucio-

nes que no satisfacen el criterio de convergencia. En (b) se ejemplifica un conjunto

de soluciones que poseen poca diversidad. En (c) se puede observar un conjunto

de soluciones que no poseen una buena dispersión de las soluciones. El conjunto

de características deseadas de una aproximación al frente de Pareto se muestran en

(d), en donde se puede observar un conjunto de soluciones que cumplen con los

criterios de convergencia, diversidad y dispersión.
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Figura 2.2: Aspectos a considerar para evaluar la calidad de una aproximación al frente de Pareto.

Las métricas de calidad se clasifican en unarias y binarias [43]. Las métricas una-

rias devuelven un único valor real que representa la calidad de un conjunto de so-

luciones según un criterio especifico que engloba uno o más de los tres aspectos

mencionados anteriormente, mientras que las métricas binarias o M -arias compa-

ran la calidad relativa de n conjuntos de soluciones no dominadas.

Indicadores como medida de calidad

Un indicador de calidad es una medida cuantitativa de la calidad de las solu-

ciones producidas por un algoritmo de búsqueda, está medida permite realizar una

comparación objetiva de las soluciones finales producidas por varios MOEAs. La

idea de utilizar un indicador como medida es cuantificar las diferencias de calidad
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entre las aproximaciones obtenidas por distintos MOEAs.

Definición 2.8 Indicador de calidad: Un indicador de calidad es una función I : Ω → R

que asigna un valor real a k conjuntos de aproximaciones al frente de ParetoA1, ..., AK ∈ Ω.

El orden que establece I en Ω equivale a la calidad de la aproximación al frente de

Pareto. Si tenemos dos conjuntos de aproximación A1 y A2 tales que I(A1) > I(A2)

entonces el conjunto A1 es preferible al conjunto A2.

En la figura 2.3 se muestra un ejemplo para el caso que un conjunto de soluciones

sea mejor que otro. En la imagen el conjunto que consta de los puntos del círculo

rojo es mejor que el conjunto que consta de los cuadros azules.
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Figura 2.3: Conjuntos de soluciones.
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Indicadores como método de selección

En la optimización multi-objetivo los indicadores para la evaluación del desem-

peño pueden ser adaptados para que realicen el proceso de selección en presencia

de muchas funciones objetivo. Generalmente dichas métricas proporcionan un me-

jor método de selección el cual permite mejorar el rendimiento de los evolutivos

multi-objetivo. Esto bajo el supuesto de que, si un conjunto de soluciones es mejor

que otro bajo una métrica de calidad, ese conjunto debería ser más deseable durante

el trascurso de la ejecución del algoritmo.

El indicador hipervolumen es utilizado en varios algoritmos basados en indicado-

res como criterio de selección [16, 17] ya que la clasificación de las soluciones que

produce es invariante al escalamiento lineal de las funciones objetivo.

2.5.2. Algoritmos evolutivos multi-objetivo basados en indicadores

Un indicador de calidad puede integrarse como método de selección de un al-

goritmo genético multi-objetivo. Está técnica permite trasformar un problema de

varios objetivos en un problema de un solo objetivo, donde ahora el objetivo con-

siste en maximizar el valor del indicador.

Utilizar indicadores de calidad para guiar la búsqueda de un MOEA ha permitido

a los algoritmos adaptarse de forma positiva a espacios objetivos de alta dimensión

evitando que la calidad de sus soluciones se degrade conforme aumenta el número

de dimensiones. Los algoritmos IBEA(Indicator-Based Evolutionary Algorithm) [16] y

SMS-EMOA(S-Metric Selection Evolutionary Multi-Objetive Algorithm) [17] son algo-

ritmos basados en indicadores que se adaptan muy bien a espacios objetivo de alta

dimensión. Aunque existen distintas variantes, el uso del indicador hipervolumen

como guía es el más utilizado.

21



CAPÍTULO 2. OPTIMIZACIÓN MULTI-OBJETIVO

2.6. Indicador hipervolumen

La métrica hipervolumen fue propuesta por Zitzler y Thiele [44] en 1998, quie-

nes lo definen como el tamaño del espacio cubierto o dominado. Este indicador de

calidad es uno de los más recurridos para evaluar la calidad de las soluciones fina-

les producidas por un algoritmo genético multi-objetivo, también es el más utiliza-

do como criterio de selección de los optimizadores multi-objetivo. Este indicador es

el único de los reportados en la literatura que cumple con la propiedad de estricta

monotonía con respecto a la relación de la dominancia de Pareto.

Definición 2.9 Indicador hipervolumen: Dado Λ que denota la métrica de lebesgue o mé-

trica S, el hipervolumen es definido como Ih(P) = S(P, yref ) = Λ

( ⋃
y∈P
{y′|y ≺ y′ ≺ yref}

)
.

El hipervolumen encapsula en un solo valor unario una medida de la extensión

de las soluciones a lo largo del frente de Pareto, así como la distancia del conjunto

desde el frente óptimo de Pareto. Las propiedades matemáticas favorables del hi-

pervolumen permiten detectar cuando un conjunto de soluciones no es peor que

otro conjunto para todos los pares de soluciones [4], además de que si se maximi-

za el valor de hipervolumen equivale a lograr la convergencia hacia el verdadero

óptimo de Pareto [4].

El valor de hipervolumen es calculado utilizando un punto de referencia, re-

gularmente el peor punto en espacio de soluciones. Sin embargo, la elección del

punto de referencia puede afectar el resultado e inferir en las conclusiones resultan-

tes de las comparaciones de hipervolumen. Por lo que el punto de referencia debe

de ser elegido bajo ciertas reglas. Primero el punto de referencia debe ser menor o

igual que el vector objetivo Ideal para la minimización de hipervolumen. Segundo

el punto de referencia debe ser mayor o igual al vector de Nair para la maximización

del hipervolumen. La figura 2.4 muestra el indicador hipervolumen para el caso de

dos funciones objetivo.
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Figura 2.4: El indicador hipervolumen en el caso de dos objetivos.

2.6.1. Contribución al hipervolumen

La contribución de hipervolumen de un individuo x ∈ M se define como:

ConM (x) := Hyp(M)−Hyp(M�{x}). La cual refleja la influencia de un solo punto

del conjunto de soluciones que aproximan un frente de Pareto. La figura 2.5 ejempli-

fica la contribución al hipervolumen de cada solución de un conjunto de soluciones.
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Figura 2.5: Contribucion al valor de hipervolumen en el caso de dos objetivos.

El algoritmo SMS-EMOA [17] en su proceso de selección utiliza las caracterís-

ticas positivas de la medida de hipervolumen para realizar la selección de los can-

didatos a la solución de acuerdo con su contribución al hipervolumen dominado;

esto con la finalidad de que la población del algoritmo evolucione a un conjunto

de soluciones bien distribuido al centrarse en las regiones interesantes del frente de

Pareto. El algoritmo SMS-EMOA se describe con mayor detalle en el apartado 2.6.4.

2.6.2. Algoritmos para calcular el valor de hipervolumen

Existen en la literatura muchos algoritmos capaces de calcular el valor exacto

de hipervolumen. No obstante, no hay ninguno que pueda calcular dicho valor en

tiempo polinomial, está circunstancia a motivado a buscar formas menos costosas

de realizar el cálculo de este popular indicador. Los algoritmos que aproximan el

valor de hipervolumen a pesar de la perdida de precisión, siguen siendo capaces de

clasificar y comparar de forma fiable los conjuntos de soluciones, lo que los vuelve

una opción viable. A continuación, se mencionan algunos de los algoritmos para el
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cálculo del valor exacto de hipervolumen, así como el algoritmo más representativo

utilizado para la aproximación del valor de hipervolumen.

El algoritmo de inclusión-exclusión [5] para el cálculo de hipervolumen está ba-

sado en el principio de inclusión-exclusión de matemática combinatoria. Este mé-

todo es uno de los más simples de aplicar y entender, el cual trabaja de la siguiente

manera: El algoritmo agrega volúmenes de politopos rectangulares dominados in-

dividualmente, enseguida resta volúmenes dominados por intersecciones de pares

de puntos, luego vuelve a sumar volúmenes de polotipos dominados por intersec-

ciones de tres puntos, y así de forma iterativa. Aunque sencillo este algoritmo tiene

una complejidad deO(n2m) que lo hace exponencial respecto al número de puntos.

El algoritmo Lebesgue Measure [8] está basado en la eliminación de polotipos rec-

tangulares que no se cruzan con ninguna región de un espacio cubierto por un con-

junto de puntos no dominados. La contribución de hipervolumen de las regiones

eliminadas es calculada y acumulada para incrementar el valor de hipervolumen,

además se generan nuevos puntos para reflejar la región eliminada. Este proceso se

repite hasta que los polotipos restantes no dominen ninguna región del espacio ob-

jetivo. La complejidad de este algoritmo fue demostrada empíricamente por While

[9], quien determino que este algoritmo tiene una complejidad de tiempo exponen-

cial. La medida de Lebesgue [8] para el peor de los casos tiene una complejidad de

O(2m−1), exponencial en el número de objetivos.

El algoritmo Hypervolume by Slicing Objetives (HSO) [10–12] es un algoritmo ba-

sado en barrido de dimensiones, el cual realiza el cálculo de hipervolumen proce-

sando un objetivo a la vez, trazando secciones trasversales a lo largo del objetivo

elegido. El algoritmo HSO en primera instancia ordena los valores en el primer

objetivo, los puntos ordenados de este objetivo se utilizan para crear cortes trasver-

sales. Al barrer los objetivos cada punto del objetivo se visita una vez. Se genera una
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lista de los puntos procesados que se clasifica en n-1 objetivos, cada lista contiene

la profundidad de la sección correspondiente al primer objetivo. El hipervolumen

se calcula de forma recursiva multiplicando por la profundidad del segmento. Una

vez que se elimine cualquier punto que domine el punto procesado, este es agre-

gado a una nueva lista n-1-objetivo. El proceso se repite para cada punto de la lista,

sumando la contribución de hipervolumen de cada lista. El valor de hipervolumen

total se obtiene sumando la contribución de hipervolumen de cada lista. Este algo-

ritmo muestra una mejora respecto al algoritmo inclusión-exclusión [5] y Lebesgue

[9] con un costo computacionalO(mn−1). Sin embargo, su complejidad sigue siendo

exponencial al número de objetivos.

El 3D Hypervolume Algorithm [45] es un algoritmo propuesto por Paquete, para

calcular de manera óptima el valor de hipervolumen en problemas de tres dimen-

siones, este algoritmo al igual que el anterior está basado en barrido de dimensio-

nes, el algoritmo recorre una lista ordenada en un objetivo manteniendo un área

2D para los puntos considerados. Para cada punto se consulta un árbol binario para

determinar la posición del punto en los demás objetivos. Si el punto es dominado es

descartado, si el punto domina otros puntos el árbol es eliminado. La contribución

de hipervolumen es obtenida de la multiplicación de la altura o profundidad del

punto en el árbol determinada por el siguiente punto. El valor total de hipervolu-

men se obtiene sumando las contribuciones de hipervolumen de todos los puntos.

Este algoritmo se limita solo al cálculo de hipervolumen de problemas de 3 funcio-

nes objetivo.

The kles’s measure problem (kmp) [7] es un método utilizado en geometría compu-

tacional para calcular el tamaño de la unión de un conjunto de hipercubos n-dimen-

sionales. Existe una gran relación entre este método y el cálculo de hipervolumen,

por lo que se han propuesto varios algoritmos para calcular el valor de hipervo-
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lumen basados en kpm. El algoritmo Overmars y Yap [46] es un método utilizado

para calcular kpm utilizando hipercubos anclados a un punto de referencia. Beame

y Rudolph [6] adaptaron el algoritmo Overmars y Yap [46] para dividir el espacio cu-

bierto por un polotipo formado por cada punto no dominado. Este algoritmo lleva

por nombre Hypervolume Overmars y Yap (HOY) [6]. El algoritmo HOY comienza a

trabajar con la región más pequeña del polotipo rectangular anclada a un punto de

referencia que contiene todos los puntos del frente. está región es dividida en dos

más pequeñas de forma recursiva. Se considera que un punto interseca una región

si dicho punto se encuentra dentro de la región para la división actual y para al

menos un objetivo procesado. La región es dividida en el objetivo actual utilizando

los puntos de intersección, si no hay puntos de intersección la región es dividida

por puntos que no se cruzan, si no hubiese puntos se aumenta el objetivo de di-

visión. Cada región es dividida hasta que se forma un enrejado, con los enrejados

se logra que el hipervolumen cubra la región en todos los objetivos. Finalmente se

obtiene el valor total de hipervolumen de una forma rápida utilizando el algorit-

mo de inclusión-exclusión. La complejidad de este algoritmo para d ≥ 3 objetivos es

O(nlog(n) + n
m
2 log(n)).

El algoritmo FLP [13] fue propuesto Fonseca, Paquete y López-Ibáñez el cual

es una mejora al algoritmo HSO [10–12]. El algoritmo FLP incorpora el algoritmo

3D Hypervolume Algorithm [45] propuesto por Paquete como base para ser utilizado

en los problemas de tres funciones objetivo, además mejora la estructura de datos

vinculados para reducir el trabajo de mantener los frentes construidos por HSO. En

lugar de eliminar los puntos dominados los marca y los guarda para reinsertarlos

en orden inverso de su eliminación, lo que permite mejorar el rendimiento al mini-

mizar el número de comparaciones necesarias para mantener la clasificación de los

cortes. Cuando ya se han calculado valores de hipervolumen de cortes anteriores,

estos son almacenados junto con la coordenada actual en el objetivo actual, estos
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valores son reutilizados y eliminados una vez que se vuelven obsoletos. Con las

mejoras realizadas el algoritmo FLP redujo la complejidad del algoritmoHSO [12]

para el peor de los casos a O(nm−2log(n)) [13].

El algoritmo propuesto por Walking Fish Group (WFG) [47] está basado en el

cálculo de contribuciones únicas de hipervolumen. Técnica que funciona limitan-

do los valores de puntos para un frente en la región delimitada por un punto que

contribuye al valor total de hipervolumen. El hipervolumen de un conjunto de solu-

ciones se calcula limitando el conjunto subyacente con el punto contribuyente y res-

tando el hipervolumen del conjunto modificado al hipervolumen del conjunto in-

clusivo. Este algoritmo puede verse como un tipo de método de inclusión-exclusión

[5] que utiliza la dominancia para reducir el número y el tamaño de los conjuntos

que deben examinarse. Este algoritmo tiene la misma complejidad que el algoritmo

propuesto por Fonseca, Paquete y López [13]. Es importante resaltar que el algo-

ritmo FLP tiene una mejor implementación que el algoritmo HSO [10–12]. HSO

tiene una ventaja adicional sobre Lebesgue [8]. Y en base a Lucas Bradstreet [48] el

algoritmo WFG [47] puede mejorar un poco más la viabilidad del cálculo exacto de

hipervolumen. No obstante, aunque estén considerados como los mejores algorit-

mos, sigue siendo complicado utilizarlos en problemas de alta dimensionalidad.

2.6.3. Algoritmos para estimar el valor y contribución de hipervolumen

El cálculo exacto del valor de hipervolumen sigue siendo inviable para proble-

mas que tienen un gran número de funciones objetivo. Una buena opción es apro-

ximar el valor de hipervolumen de un conjunto de soluciones. Este método permite

aumentar el rendimiento de los algoritmos significativamente, a expensas de una

perdida en la precisión de los resultados. Los algoritmos que aproximan el valor

de hipervolumen deben considerar el compromiso entre la precisión y eficiencia

[49, 50]. Este compromiso será aceptable siempre y cuando la precisión este dentro
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de los límites tolerables. Las técnicas de aproximación de hipervolumen se han con-

vertido en un área importante de investigación. Existen varios enfoques [19, 51, 52]

para aproximar cálculos costosos de hipervolumen. Sin embargo, el más represen-

tativo es algoritmo Hipervolume Estimation Algorithm for Multi-Objective Optimization

(HypE) propuesto por Bader y Zitzler [15].

El algoritmo HypE [15] utiliza un enfoque de división y agregación para evitar

calcular la contribución de hipervolumen para todas las combinaciones de subcon-

juntos. El algoritmo corta el espacio dominado de forma recursiva y en cada nivel

de recursión se hace una exploración a lo largo de un objetivo en específico que

representa la posición actual de exploración, utiliza un vector para contener todas

las posiciones de las dimensiones de exploración, para cada iteración los vectores

objetivo y los puntos de referencia son filtrados de acuerdo con las posiciones del

vector, en base a las posiciones también se pueden seleccionar las soluciones domi-

nadas. La contribución de hipervolumen es actualizada en cada iteración en base a

la distancia de la siguiente posición de exploración.

Para problemas de más de tres objetivos Hype [50] utiliza muestreo de Monte

Carlo, método conocido por ser fácil de utilizar para resolver problemas numéricos

utilizando un número determinado de muestras generadas de forma aleatoria. Pri-

mero se establece la cantidad de muestras a generar. Para cada muestra generada se

verifica:

Que el punto de muestreo este por debajo del conjunto de referencia.

Que en el conjunto de soluciones exista algún miembro que domine el punto

de muestreo.

Si las condiciones anteriores se cumplen se denota un acierto, en caso contrario se

denota un fallo. La estimación del valor de hipervolumen se obtiene contando el

número de aciertos y multiplicándolo por el total de muestras generadas. La pre-
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cisión de las estimaciones realizadas por HypE se puede mejorar incrementando el

número de muestras en el espacio objetivo. No obstante, entre mayor sea el número

de muestras el esfuerzo computacional requerido para la estimación de hipervo-

lumen será mayor. La complejidad de este algoritmo para el peor de los casos es

O(nm +m · nlog(n)) [15].

2.6.4. Algoritmo SMS-EMOA basado en hipervolumen dominado

El algoritmo SMS-EMOA fue propuesto por Beume y Emmerich [17] en 2007,

este algoritmo utiliza el indicador hipervolumen como criterio de selección. Su pro-

ceso evolutivo inicia generando una población aleatoria. A continuación se gene-

ra un nuevo individuo utilizando operadores de variación, el nuevo individuo es

agregado a la población actual, para posteriormente realizar un ordenamiento no

dominado utilizando el algoritmo fast nondominated sort [39], método utilizado en

el algoritmo NSGA-II [39]. El ordenamiento no dominado consiste en clasificar a la

población en niveles o jerarquías de dominancia R1, ...Rv en donde cada conjunto

Ri contiene soluciones no dominadas entre sí. La contribución de hipervolumen es

asignada como aptitud a cada individuo del último frente de soluciones no domi-

nadas. El individuo que menos contribuye al valor de hipervolumen es eliminado

de la población. El proceso se repite hasta que una condición de paro es satisfecha.

El algoritmo SMS-EMOA es un algoritmo muy potente que se adapta de manera

positiva a problemas difíciles. Las características del indicador hipervolumen per-

miten mantener la calidad de las soluciones al aumentar el número de objetivos. Sin

embargo, persiste la desventaja de la complejidad de orden exponencial de los algo-

ritmos existentes para calcular la contribución de hipervolumen. Causa que sigue

limitando el uso del SMS-EMOA en problemas de muchos objetivos. El algoritmo

2.4 muestra la estructura básica del algoritmo SMS-EMOA.
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Algoritmo 2.4 Estructura básica del algoritmo SMS-EMOA

Entrada: Problema a optimizar, Tamaño de población, No. de generaciones

Salida: Aproximación al frente de Pareto

1. P0 ← inicializar Población de forma aleatoria

2. t← 0

3. while t <No. de generaciones do

4. qt+1 ← generar(Pt) Generar descendencia por variación

5. Pt+1 ∪ {qt+1} Incorporar nuevo individuo a población

6. {R1, ...,Rv}Clasificar población con fast−nondominated−sort algorithm

7. r ← argmins∈Rv [∆P(s,Rv)] Calcular contribución de hipervolumen.

8. r ← (Q\{r}) Eliminar individuo menor contribución

9. t = t+ 1

10. end while
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Capítulo 3

Programación Genética

Programación Genética (por sus siglas en inglés, Genetic Programming: GP) es un

método de programación automática que produce programas a través de cálculo

genético y evolutivo. GP fue desarrollado y popularizado por John Koza [53] en

1992 en su libro Genetic Programming en el cual acuñó el término y sentó las bases

formales de esta técnica. Existen trabajos previos que pueden ser considerados los

precursores de la materia. Cramer [54] en 1985 ya había hecho alusión a otras ideas

similares, sin usar explícitamente el termino de Programación Genética. El plantea-

ba un sistema adaptativo para la generación de pequeños programas secuenciales.

Hicklin [55] en 1986 aplico la reproducción y mutación para generar programas

en el lenguaje LISP. Posteriormente Fujiki [56] en 1986 utilizo todos los operado-

res genéticos para generar programas LISP. Más tarde en 1987 Fijiki y Dickenson

[57] utilizaron los operadores genéticos para manipular las cláusulas if − then en

un programa que especifica la estrategia para la resolución de un juego iterativo

clásico llamado el del dilema del prisionero.

GP surge como la evolución de los algoritmos genéticos tradicionales, mante-

niendo el mismo principio de selección natural. La diferencia entre los GAs y GP

radica en la forma de codificación de los problemas.
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3.1. Codificación de los programas

En GP los programas se pueden representar de varias maneras, pero los árboles

de sintaxis son la representación tradicional utilizada en la literatura. En la figura

3.1 y 3.2 se muestran árboles de sintaxis que representan cromosomas utilizados en

Programación Genética.

+

* +

x
1 x

3
x
2 -

x
4

x
10

Figura 3.1: Representación de un árbol de sintaxis operadores aritméticos.

Existen diferentes operadores especializados para evolucionar programas gene-

rados aleatoriamente para resolver determinada tarea específica, aunque los prin-

cipios básicos de este método pueden generalizarse a cualquier otro dominio. Las

funciones utilizadas podrían ser aritméticas, trigonométricas, booleanas, condicio-

nales, ciclos, funciones recursivas, o cualquier otra función definida en el dominio

utilizado.
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OR

AND AND

NOT x
3

x
2

OR

x
4

x
10

x
1

Figura 3.2: Representación de un árbol de sintaxis operadores lógicos.

3.1.1. Elementos del árbol de sintaxis

Para la representación de los árboles de sintaxis en GP existen dos tipos de no-

dos: Los nodos terminales u hojas del árbol. Son aquellos que no tienen hijos y que

típicamente son variables o constantes que no toman argumentos. Por ejemplo nodo

Terminal = {X1, X2, ..., Xn}.

Los nodos función son aquellos que tienen uno o más hijos, generalmente se

asocian con los operadores que se quieren desarrollar. Por ejemplo nodo Función

= {sin, cos, tan, and, or, not..., etc}. En la figura 3.3 se señalan los nodos que confor-

man un árbol de sintaxis.
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AND

x
2

OR

x
4

x
10

Nodos función

Nodos terminal

Figura 3.3: Nodos de un árbol de sintaxis.

Cuando se especifican los conjuntos de elementos y terminales, es necesario que

se especifiquen dos requisitos los cuales fueron definidos por Koza [53]. El requisito

de suficiencia el cual dice que la solución al problema debe poder ser especificada con

el conjunto de operadores especificados y el conjunto de cerradura el cual implica

que cualquier árbol que se construya con estos operadores debe ser correcto.

En la condición de cerradura se aplica algunas restricciones a los árboles gene-

rados, ya que cualquier árbol construido por los operadores debe de ser correcto se

impone restricción al momento de la elección de terminales y funciones. Otra res-

tricción habitual es restringir la altura máxima de los árboles, está restricción ayuda

a evitar que los árboles posean mucho código redundante provocado por el creci-

miento desmesurado el cual provoca un fenómeno conocido como bloat [58]. Por

tal motivo, es necesario poner un límite al tamaño que pueden alcanzar los árbo-

les, está restricción permitirá a los árboles protegerse ante posibles modificaciones

negativas originadas por los operadores de cruza y mutación.
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3.2. Proceso evolutivo

Al igual que en otros algoritmos evolutivos, en GP los individuos en la población

inicial se generan de forma aleatoria. Koza [53] propuso una combinación llamada

ramped half-and-half, en donde la mitad de la población se construye utilizando full

and half y la otra mitad se construye usando grown. Esto se hace utilizando un ran-

go de límites de profundidad que garantiza que se generen árboles que tengan una

variedad de formas y tamaños. Si se sabe algo sobre las propiedades de la probable

solución deseada la población inicial no necesariamente necesita ser completamente

al azar. Determinados arboles con ciertas propiedades pueden utilizarse para gene-

rar la población inicial. En la figura 3.4 se muestra un conjunto de individuos que

conforman una población inicial.

+

x/

x x

√

x x

-

x x

*

√x

x

Individuo
1

Individuo
3

Individuo
2

Individuo
4

Figura 3.4: Ejemplo de población inicial.
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3.2.1. Operadores primarios

3.2.2. Selección

La selección de los individuos se realiza en base a su aptitud física (fitness).

Los individuos que son más aptos físicamente tienen una mayor probabilidad de

reproducirse y generar descendencia. Los método más comúnmente utilizados en

GP para seleccionar individuos son la selección por torneo, seguida de la selección

proporcional de aptitud. No obstante, se puede utilizar cualquier selección de algo-

ritmo evolutivo estándar.

En la selección por torneo se elige una cantidad aleatoria de individuos de la

población actual. Enseguida se evalúa la aptitud física de cada individuo y el más

apto es elegido para ser padre. Para la recombinación son necesarios dos padres,

por lo tanto, se realizan dos torneos de selección. Una de las características de la se-

lección por torneo, es que garantiza que incluso los programas de calidad promedio

tengan alguna posibilidad de tener hijos. Característica que permite mantener la di-

versidad de la población. En la figura 3.5 se ejemplifica la evaluación física(a) de los

individuos, así como la selección (b) de los individuos que generara descendencia.

3.2.3. Cruza

El operador de cruza o recombinación sexual crea variación en la población al

producir descendencia que consiste en partes tomadas de cada padre. El cruce en-

tre los padres se efectúa mediante el intercambio de sub-árboles. La cruza puede

efectuarse numerando los nodos de los árboles correspondientes entre los dos pa-

dres elegidos y seleccionando al azar un punto en cada uno de ellos de manera que

los sub-árboles por debajo de dicho punto se intercambien. Los hijos se generan al

intercambiar el sub-árbol enraizado en el punto de cruce en una copia del primer

padre con una copia del sub-árbol enraizado en el punto de cruce en el segundo
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+

x/

x x

√

x x

-

x x

*

√x

x

fitness = 0.8

fitness = 0.3

fitness = 0.7

fitness = 0.6

(a) Evaluación

+

x/

x x

√

x x

-

x x

*

√x

x

Padre para cruza

Individuo eliminado

Padre para cruza

Padre para mutacion

(b) Selección

Figura 3.5: Seleccion de los individuos más aptos.
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padre. Si el punto cruza es la raíz de uno de los dos padres, entonces todo ese in-

dividuo se volverá un sub-árbol del otro padre, lo cual permite la incorporación de

subrutinas en un programa. Si las raíces de ambos padres son elegidos como punto

de cruza entonces no se efectúa la cruza y los hijos serán idénticos a los padres. Al

realizar el cruce, los nodos escogidos en ambos padres no suelen tomarse al azar,

generalmente se asigna una probabilidad. Koza [53] en su libro sugirió utilizar una

probabilidad de cruce alta que corresponde a 0.9.

En la figura 3.6 y 3.7 se muestra la cruza de los individuos más aptos, así como

la descendencia generada.

+

x/

x x

*

√x

x

Padres

Punto de cruce

Punto de cruce

Figura 3.6: Individuos seleccionados para cruza.
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+

x /

x x

*

√ x

x

Descendencia

Figura 3.7: Hijos generados por el operador de cruza.

3.2.4. Mutación

El operador de mutación provoca la variación de un individuo de la población,

este operador suele utilizarse con una probabilidad muy baja, Koza [53] sugiere

una probabilidad de mutación menor a 0.1. La mutación más utilizada en GP es la

mutación de sub-árbol, donde, se selecciona aleatoriamente un nodo de mutación

en el árbol y se sustituye el árbol enraizado en ese nodo con un sub-árbol generado

aleatoriamente. La mutación de sub-árbol a veces se implementa como un cruce

entre un programa y un programa aleatorio recién generado. Otra forma común

de notación es la notación puntual, en la notación puntual se selecciona un nodo

aleatorio y la primitiva almacenada ahí el remplazada por una primitiva aleatoria

diferente.
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√

x x

-

x

Descendencia

-

x x

Padre

Punto de mutación

Figura 3.8: Ejemplo de mutacion.

3.3. Parámetros de control

En base a Koza [53] el paradigma GP está controlado por diez y nueve pará-

metros de control, los cuales se dividen en dos parámetros numéricos principales,

once parámetros numéricos menores, y seis variables cualitativas que se utilizan

entre varias formas alternativas de ejecución. Los más importantes se en listan a

continuación:

Tamaño de la población: Este parámetro indica el número de individuos que

conformaran la población.

Altura máxima de los árboles: Indica la altura máxima que van a poder al-
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canzar los árboles durante el proceso evolutivo.

Altura máxima de los árboles que conformaran la población inicial.

Altura máxima que tendrán los sub-arboles.

Probabilidad de cruce: Define la probabilidad de cruce de los individuos. Sue-

le ser mayor a 90 %.

Probabilidad de mutación: Define la probabilidad de mutación de los indivi-

duos. Suele ser menor a 10 %.

Elección de los algoritmos de selección, cruce y mutación.

Probabilidad de selección nodo terminal: Probabilidad que se utiliza para

elegir los nodos de árbol el proceso de cruza.

Coeficiente de parsimonia: Penalización de árboles grandes.

Criterio de paro: Parecido a los algoritmos genéticos, se puede utilizar un

número máximo de generaciones, valor de fitness de ajuste aceptable, con-

vergencia de población.

3.4. Algoritmo GPTIPS

GPTIPS (Por sus siglas en ingles Genetic Programming Toolbox for the Identifica-

tion of Physical System) es un algoritmo de aprendizaje automático de Programación

Genética prepuesto por Dominic P. Searson [59] en 2010. Este algoritmo utiliza una

variante de múltiples genes en los cuales cada solución está compuesta por múlti-

ples árboles independientes. Este algoritmo trabaja con una población de tamaño

fijo, sub-mutaciones, cruce de sub-árboles, selección por torneos y procedimientos
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de inicialización estándar. Para limitar la complejidad de los modelos GPTIPS utili-

za por defecto la presión lexicográfica de parsimonia [60]. La salida de GPTIPS es la

combinación lineal de todos los genes representados como un solo modelo.
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Capítulo 4

Funciones de prueba

Durante mucho tiempo se subestimó la necesidad de contar con funciones de

prueba estándar. No obstante, hoy en día existen propuestas que incluyen funcio-

nes escalables. Entre sus características destaca la multi-frontalidad, frentes de Pa-

reto cóncavos, segmentados y degenerados. Otra característica deseable es que las

funciones puedan ser escalables a cualquier número de funciones objetivo.

4.1. Conjunto de prueba DTLZ

Deb, Thiele, Laumans y Zitzler propusieron un conjunto de prueba conocido co-

mo DTLZ [61, 62], en este conjunto todos sus problemas son de múltiples objetivos

n-dimensionales, escalables en dimensión de aptitud física. Este conjunto de pro-

blemas es muy popular en la literatura especializada utilizándose sobre todo con

tres funciones objetivo. Este trabajo de tesis utilizo este conjunto con tres y cuatro

funciones objetivo. Los problemas utilizados se describen a continuación.
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4.1.1. Problema DTLZ1

El problema DTLZ1 es un problema de minimización lineal, separable y multi-

modal. Su conjunto de óptimos de Pareto se encuentra en x∗M = 0, el valor de sus

funciones objetivo están el hiperplano lineal
∑M

m=1 = 0,5. El espacio de búsqueda

contiene 11k − 1 frentes de Pareto locales con n = M + k − 1 variables de decisión.

Su frente de Pareto real se muestra en la figura 4.1.

Minimizar:

f1(x) =
1

2
x1x2 · · ·xM−1(1 + g(xM))

f2(x) =
1

2
x1x2 · · · (1− xM−1)(1 + g(xM))

...

fM−1(x) =
1

2
x1(1− x2)(1 + g(xM))

fM (x) =
1

2
(1− x2)(1 + g(xM))

Sujeto a:

0 ≤ xi ≤ 1∀i = 1, 2, ..., n

Donde:

g(xM ) = 100
[
|xM |+

∑
xi∈xM

(xi − 0,5)2 − cos(20π(xi − 0,5))
]
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Figura 4.1: Frente de Pareto problema DTLZ1.

4.1.2. Problema DTLZ2

El problema DTLZ2 tiene un frente de Pareto cóncavo, con un espacio de bús-

queda continuo y unimodal. El conjunto de óptimos de Pareto está en xi = 0,5 para

toda xi ∈ xM , sus funciones objetivo están en
∑M

i=1(fi)
2, con n = M + k − 1. Su

frente de Pareto real se muestra en la figura 4.2.

Minimizar:

f1(x) = (1 + g(xM ))cos(x1
π

2
)cos(x2

π

2
) · · · cos(xM−2

π

2
)cos(xM−1

π

2
)

f2(x) = (1 + g(xM ))cos(x1
π

2
)cos(x2

π

2
) · · · cos(xM−2

π

2
)sin(xM−1

π

2
)

f3(x) = (1 + g(xM ))cos(x1
π

2
)cos(x2

π

2
) · · · sin(xM−2

π

2
)

...

fM−1(x) = (1 + g(xM ))cos(x1
π

2
)sin(x2

π

2
)
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fM (x) = (1 + g(xM ))sin(x1
π

2
)

Sujeto a:

0 ≤ xi ≤ 1∀i = 1, 2, ..., n

Donde:

g(xM ) =
∑

xi∈XM

(xi − 0,5)2
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1
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1 1

Figura 4.2: Frente de Pareto problema DTLZ2.

4.1.3. Problema DTLZ3

En el problema DTLZ3 el espacio de búsqueda es continuo, unimodal con un

frente de Pareto cóncavo. Con (3k−1) frentes de Pareto locales y un frente de Pareto

global que se encuentra en g∗ = 0, con n = M+k−1 variables de decisión. Su frente

de Pareto real se muestra en la figura 4.3

Minimizar:
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f1(x) = (1 + g(xM ))cos(x1
π

2
)cos(x2

π

2
) · · · cos(xM−2

π

2
)cos(xM−1

π

2
)

f2(x) = (1 + g(xM ))cos(x1
π

2
)cos(x2

π

2
) · · · cos(xM−2

π

2
)sin(xM−1

π

2
)

f3(x) = (1 + g(xM ))cos(x1
π

2
)cos(x2

π

2
) · · · sin(xM−2

π

2
)

...

fM−1(x) = (1 + g(xM ))cos(x1
π

2
)sin(x2

π

2
)

fM (x) = (1 + g(xM ))sin(x1
π

2
)

Sujeto a:

0 ≤ xi ≤ 1∀i = 1, 2, ..., n

Donde:

g(xM ) = 100
[
|xM |+

∑
xi∈xM

(xi − 0,5)2 − cos(20π(xi − 0,5))
]
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Figura 4.3: Frente de Pareto problema DTLZ3.
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4.1.4. Problema DTLZ4

El problema DTLZ4 tiene un frente de Pareto cóncavo, separable y unimodal que

contiene un área densa de soluciones cerca del plano fM −f1. Todas las variables x1

a xM−1 están en el rango (0 : 1), Con n = M + k− 1 variables de decisión. Su frente

de Pareto real se muestra en la figura 4.4.

Minimizar:

f1(x) = (1 + g(xM ))cos(xπ1
π

2
)cos(xπ2

π

2
) · · · cos(xπM−2

π

2
)cos(xπM−1

π

2
)

f2(x) = (1 + g(xM ))cos(xπ1
π

2
)cos(xπ2

π

2
) · · · cos(xπM−2

π

2
)sin(xπM−1

π

2
)

f3(x) = (1 + g(xM ))cos(xπ1
π

2
)cos(xπ2

π

2
) · · · sin(xπM−2

π

2
)

...

fM−1(x) = (1 + g(xM ))cos(xπ1
π

2
)sin(xπ2

π

2
)

fM (x) = (1 + g(xM ))sin(xπ1
π

2
)

Sujeto a:

0 ≤ xi ≤ 1∀i = 1, 2, ..., n

Donde:

g(xM ) =
∑

xi∈XM

(xi − 0,5)2
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Figura 4.4: Frente de Pareto problema DTLZ4.

4.1.5. Problema DTLZ5

El problema DTLZ5 tiene frentes óptimos degenerados de Pareto; los frentes

óptimos de Pareto están destinados a ser un arco incrustado en el espacio objetivo.

El conjunto de óptimos de Pareto corresponde a xi = 0,5 para todo xi ∈ xM , todas

sus funciones objetivo se deben satisfacer para
∑M

i=1(fi)
2 = 1, con n = M + k − 1

variables de decisión. Su frente de Pareto real se muestra en la figura 4.5.

Minimizar:

f1(x) = (1 + g(xM ))cos(θ1
π

2
)cos(θ2

π

2
) · · · cos(θM−2

π

2
)cos(θM−1

π

2
)

f2(x) = (1 + g(xM ))cos(θ1
π

2
)cos(θ2

π

2
) · · · cos(θM−2

π

2
)sin(θM−1

π

2
)

f3(x) = (1 + g(xM ))cos(θ1
π

2
)cos(θ2

π

2
) · · · sin(θM−2

π

2
)

...
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fM−1(x) = (1 + g(xM ))cos(θ1
π

2
)sin(θ2

π

2
)

fM (x) = (1 + g(θM ))sin(θ1
π

2
)

Sujeto a:

0 ≤ xi ≤ 1∀i = 1, 2, ..., n

Donde:

θ =
π

4(1 + g(xM ))
(1 + 2g(xM )xi), fori = 2, 3, ..., (M − 1)

g(xM ) =
∑

xi∈XM

(xi − 0,5)2
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Figura 4.5: Frente de Pareto problema DTLZ5.

4.1.6. Problema DTLZ6

El problema DTLZ6 tiene su conjunto de óptimos de Pareto en xi = 0 para

toda xi ∈ xM su forma al igual que el DTLZ5 es un arco incrustado en el espacio

objetivo. El número total de variables es idéntico al DTLZ5. Su frente de Pareto real
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se muestra en la figura 4.6.

Minimizar:

f1(x) = (1 + g(xM ))cos(θ1
π

2
)cos(θ2

π

2
) · · · cos(θM−2

π

2
)cos(θM−1

π

2
)

f2(x) = (1 + g(xM ))cos(θ1
π

2
)cos(θ2

π

2
) · · · cos(θM−2

π

2
)sin(θM−1

π

2
)

f3(x) = (1 + g(xM ))cos(θ1
π

2
)cos(θ2

π

2
) · · · sin(θM−2

π

2
)

...

fM−1(x) = (1 + g(xM ))cos(θ1
π

2
)sin(θ2

π

2
)

fM (x) = (1 + g(θM ))sin(θ1
π

2
)

Sujeto a:

0 ≤ xi ≤ 1∀i = 1, 2, ..., n

Donde:

θ =
π

4(1 + g(xM ))
(1 + 2g(xM )xi), fori = 2, 3, ..., (M − 1)

g(xM ) =
∑

xi∈XM

(xi)
0,1
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Figura 4.6: Frente de Pareto problema DTLZ6.

4.1.7. Problema DTLZ7

El problema DTLZ7 es un problema que desconecta las regiones óptimas de

Pareto del espacio de búsqueda. Este problema tiene 2M − 1 regiones de Pareto

óptimas desconectadas, con n = M + k − 1 variables de decisión. Su conjunto de

óptimos de Pareto está en xM = 0, este problema pretende evaluar la capacidad de

un MOEA para mantener simultáneamente, soluciones en diferentes regiones del

espacio de búsqueda. Su frente de Pareto real se muestra en la figura 4.7.

Minimizar:

f1(x) = x1

f2(x) = x2

...

fM−1(x) = xM−1
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fM (x) = (1 + g(xM ))h(f1, f2, ..., fM−1g(x))

Sujeto a:

0 ≤ xi ≤ 1∀i = 1, 2, ..., n

Donde:

g(x) = 1 +
9

|xM |
∑

xi∈xM
(xi)

h(f1, f2, ..., fM−1, g) = M −
M−1∑
i=1

(
fi

1 + g(x)
(1 + sin(3πfi))

)
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Figura 4.7: Frente de Pareto problema DTLZ7.

Las propiedades de los siete problemas de prueba utilizados se resumen en la

tabla 4.1.
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Cuadro 4.1: Características problemas de prueba DTLZ.

Problema Propiedades
DTLZ1 Lineal, separable, multimodal
DTLZ2 Cóncavo, continuo, unimodal
DTLZ3 Cóncavo, continuo, unimodal
DTLZ4 Cóncavo, separable, unimodal
DTLZ5 Cóncavo, degenerado
DTLZ6 Cóncavo, degenerado, sesgado
DTLZ7 Mixto, discontinuo, multimodal
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Capítulo 5

Experimentos y resultados

obtenidos

En este capítulo se presentan la metodología, experimentos y los resultados ob-

tenidos de los estudios experimentales realizados a los modelos entrenados con Pro-

gramación Genética. Estos modelos fueron utilizados para evaluar el desempeño de

una aproximación al frente de Pareto realizado por un algoritmo de búsqueda. Del

mismo modo, se presentan los resultados de la validación experimental del algorit-

mo que utiliza los modelos como método de selección. Para validar el desempeño se

utilizó el algoritmo evolutivo basado en indicadores SMS-EMOA [17]. Se utilizaron

siete problemas del conjunto de prueba DTLZ [61, 62]. La característica por la que se

utilizan estos problemas es que son escalables conforme al número de objetivos. Los

estudios experimentales realizados en este trabajo de tesis se dividen en cuatro par-

tes: Primero se presentan los resultados obtenidos de los modelos utilizados como

indicador para evaluar la calidad de conjuntos de soluciones no dominadas apro-

ximadas por un algoritmo de búsqueda en problemas con tres funciones objetivo.

La Segunda parte presenta los resultados de los modelos utilizados como método

de selección del algoritmo SMS-EMOA en problemas con tres funciones objetivo. La
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tercera parte muestra los resultados de los modelos como indicador para problemas

con cuatro funciones objetivo. Y finalmente la cuarta parte muestra los resultados

de los modelos como guía del algoritmo SMS-EMOA en problemas con cuatro fun-

ciones objetivo.

Todos los experimentos fueron ejecutados en la misma computadora, la cual

tiene las siguientes características: Procesador intel i7 7th Gen @ 2.80Ghz, 16Gb de

memoria RAM, GPU Geforce GTX 1050TI, Sistema operativo Windows 10 de 64

bits.

5.1. Metodología

El principal objetivo de este trabajo es generar modelos entrenados por GP que

aproximen el valor de hipervolumen y puedan ser utilizados como criterio de selec-

ción en un algoritmo de búsqueda basado en el indicador hipervolumen. Se evalua-

rá el comportamiento de los modelos generados en exactitud y tiempo. Se realizan

dos tipos de experimento para los problemas DTLZ [62] con tres y cuatro funciones

objetivo. En un primer tipo de experimentos se utilizarán los modelos como crite-

rio de selección en al algoritmo SMS-EMOA [17] del framework PlatEMO [63] para

aproximar los siete problemas del conjunto DTLZ. El desempeño se evaluará con-

tra el algoritmo HypE [15] el cual es utilizado por defecto como criterio de selección

en el evolutivo SMSEMOA en el framework PlatEMO. El segundo tipo de experi-

mentos consiste en utilizar los modelos como indicador para medir la calidad de

las soluciones de varios archivos extraídos del evolutivo SMS-EMOA para los siete

problemas DTLZ. Este experimento se comparará en desempeño y tiempo contra

el algoritmo WFG [47] de Walking Fish Group, el cual calcula el valor exacto de

hipervolumen.
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5.1.1. Bases de datos.

La fase previa de recolección y preparación de los datos utilizados para entrenar

los modelos de GP se realizó de la siguiente manera: Primero todos los datos fueron

extraídos del evolutivo SMS-EMOA [17] el cual fue configurado con los parámetros

definidos en la tabla 5.1. La misma configuración fue utilizada para las bases de

datos de tres y cuatro objetivos, variando únicamente el número de objetivos. Utili-

zando está configuración se realizaron corridas independientes del algoritmo para

cada uno de los siete problemas del benchmark DTLZ [62]. Durante el proceso del

algoritmo en su búsqueda del verdadero frente de Pareto una gran cantidad de so-

luciones no dominadas son evaluadas en aptitud en su proceso de selección. De esta

parte del proceso los datos son extraídos y almacenados. Cada décimo conjunto de

puntos no dominados evaluado en aptitud por el algoritmo SMS-EMOA es guarda-

do. Dependiendo de las características y propiedades de los diferentes problemas

la cantidad de datos almacenados varía entre 4000 y 11000. Al tener como finalidad

que los datos guarden como característica la evolución hacia el verdadero frente de

Pareto de los distintos problemas, todos los datos son respetados, circunstancia que

hace variar el tamaño de las bases para cada problema. Los tamaños de las bases de

datos para los diferentes problemas DTLZ se definen en la tabla 5.2.

Cuadro 5.1: Parámetros utilizados en el algoritmo SMSEMOA.

Parámetro Configuración
Tamaño Población 100
No. de generaciones 100
Simulación binaria de cruza(SBX)
Probabilidad de cruza 0.9
Indice de distribución de cruza 20
Mutación polinomial
Probabilidad de mutación 1

n
Indice de distribución de mutación 20
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Cuadro 5.2: Tamaño de las bases de datos de problemas DTLZ.

Problema No. de conjuntos de
soluciones no dominadas

DTLZ1 428
DTLZ2 597
DTLZ3 504
DTLZ4 1083
DTLZ5 494
DTLZ6 492
DTLZ7 1146

Para cada conjunto de puntos no dominados se calculó el valor real de hiper-

volumen utilizando el algoritmo WFG [47]. Del mismo modo para cada conjunto

de soluciones se obtuvo un vector de rasgos estadísticos el cual está conformado

por la media, mediana, desviación estándar, percentil 25, percentil 75, curtosis y

skewness. Este vector estadístico contiene las variables predictoras que en conjunto

con el valor real de hipervolumen el cual representa la variable objetivo, permiten

plantear un problema de aprendizaje supervisado. En la figura 5.3 se muestra las

características que conforman el vector de variables predictoras de cada solución

no dominada.

Cuadro 5.3: Rasgos estadísticos que describen un conjunto de puntos no dominados de un
problemas de 3 funciones objetivo.

Rasgos
Variables predictoras en el vector de características

Objetive 1 Objetive 2 Objetive 3
Media X1 X2 X3

Mediana X4 X5 X6

Desviación estándar X7 X8 X9

Percentil 25 X10 X11 X12

Percentil 75 X13 X14 X15

Curtosis X16 X17 X18

Skewness X19 X20 X21

Reference point X22 X23 X24
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5.1.2. Entrenamiento y evaluación de desempeño

Una vez conformadas las bases de datos para los siete problemas DTLZ [62].

Estas fueron empleadas para entrenar los modelos utilizando el algoritmo GPTIPS

de Searson [64]. Los parámetros de configuración utilizados para este algoritmo se

describen en la tabla 5.4.

Cuadro 5.4: Parámetros de entrenamiento GPTIPS.

Parámetro Configuración
Tamaño de población 100
No. de generaciones 200
Probabilidad de cruza 0.95
Probabilidad de mutación 0.05
Selección Torneo 2 individuos.
No. de genes 4
Nodo terminal Rasgos estadísticos.

Suma, resta, multiplicación,
Nodo función división, raíz, seno, coseno,

potencia, exponencial y logaritmo natural.

La técnica elegida para el entrenamiento tiene como objetivo principal que los

modelos aparte de aproximar el valor de hipervolumen puedan generalizar los con-

juntos de soluciones de todos los problemas DTLZ. Como cada problema tiene pro-

piedades diferentes la estrategia elegida fue realizar combinaciones de bases de

datos. Por consiguiente, se trabajó con combinaciones de dos bases de datos. está

forma de entrenamiento permitió generar un total de veinte y uno modelos. Ca-

da modelo generado fue evaluado sobre las bases de datos de los siete problemas

DTLZ.

De cada base de datos se generó su versión normalizada utilizando MinMax

Normalization. La normalización permitió ajustar los valores de las distintas escalas

de los diferentes problemas a una escala común. Este método se utilizó siguiendo

la misma estrategia de conseguir que un solo modelo generalice todos los proble-

mas del benchmark DTLZ. El entrenamiento con las bases de datos normalizadas
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permitió generar veinte y uno modelos normalizados.

Todos los modelos generados fueron evaluados en desempeño con la finalidad

de seleccionar los más eficientes. Las métricas de desempeño utilizadas para evaluar

los modelos son RMSE (Root mean square error) y el coeficiente de correlación lineal

de Pearson.

5.1.3. Selección de modelos 3 funciones objetivo.

La selección de los modelos se realizó en base al desempeño obtenido con las

métricas RMSE y el coeficiente de correlación de Pearson. Un modelo es considera-

do bueno cuando para la mayoría de los problemas su valor de RMSE es cercano

a cero y el coeficiente de correlación lineal es cercano a uno. El desempeño obteni-

do por los modelos entrenados con las bases de datos normalizadas se muestra en

la tabla 5.5 y el desempeño obtenido por los modelos entrenados con las bases de

datos no normalizadas se muestra en la tabla 5.6.
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Cuadro 5.5: Desempeño de los modelos entrenados con bases de datos normalizadas problemas con
3 funciones objetivo.
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Cuadro 5.6: Desempeño de los modelos entrenados con bases de datos no normalizadas problemas
con 3 funciones objetivo.
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Aun cuando varios modelos obtuvieron un desempeño aceptable fueron selec-

cionados un modelo normalizado y un modelo no normalizado. Los análisis de

tiempo y eficiencia para aproximar el valor de hipervolumen se realizaron sobre es-

tos dos modelos. El modelo normalizado fue entrenado con la combinación de las

bases de datos DTLZ2 y DTLZ7 y se define como:

Modelo11 =
4,62 ∗ 1015 ∗ exp(−exp(−exp(−X9)))

5,62 ∗ 1014
− 5,49 ∗ 1015 ∗ log(X16)X3

1,80 ∗ 1016

− 2,27 ∗ 1015 ∗X3
3

1,12 ∗ 1015
− 2,39 ∗ 1015 ∗ (X2 +X13 + exp(−X3))3

3,60 ∗ 1016
− 3,45.

El modelo no normalizado se entrenó con la combinación de las bases de datos

DTLZ3 y DTLZ4 y se define como:

Modelo12 =
7,75 ∗ 1015 ∗X16 ∗X17 ∗X24 ∗X2

2 ∗X2
22

7,55 ∗ 1022

− 4,98 ∗ 1015 ∗X15 ∗X2 ∗X22

2,51 ∗ 1015
+

4,80 ∗ 1015 ∗X23 ∗X24 ∗X22

4,50 ∗ 1015

− 8,72 ∗ 1015 ∗X1 ∗X4 ∗X15 ∗X16 ∗X17 ∗X2
24

3,77 ∗ 1022
− 1,93 ∗ 10−9.

5.1.4. Selección de modelos 4 funciones objetivo.

Los experimentos realizados para problemas con cuatro funciones objetivo son

una réplica de los experimentos de tres funciones objetivo con pequeñas pero im-

portantes variaciones en la forma de construir las bases de datos. Primero es nece-

sario incluir los rasgos estadísticos que describen la función objetivo adicional. Esto

se consigue variando la configuración del algoritmo SMS-EMOA [17] en un objeti-

vo y modificando la forma en la que se almacenan los conjuntos de soluciones no

dominadas. Los conjuntos de soluciones no dominadas de un problema de cuatro

funciones objetivo extienden el vector de rasgos en una variable más para cada esta-
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dística. La tabla 5.7 muestra las variables de los diferentes rasgos para un problema

de cuatro funciones objetivo.

Cuadro 5.7: Rasgos estadísticos que describen un conjunto de puntos no dominados de un
problemas de 4 funciones objetivo.

Rasgos
Variables predictoras en el vector de características

Objetive 1 Objetive 2 Objetive 3 Objetive 4
Media X1 X2 X3 X4

Mediana X5 X6 X7 X8

Desviación estándar X9 X10 X11 X12

Percentil 25 X13 X14 X15 X16

Percentil 75 X17 X18 X19 X20

Curtosis X21 X22 X23 X24

Skewness X25 X26 X27 X28

Reference point X29 X30 X31 X32

Siguiendo con la misma estrategia de entrenamiento para buscar que un solo

modelo generalice los siete problemas del conjunto DTLZ [62], pero ahora con cua-

tro funciones objetivo. Se realizo el mismo entrenamiento basado en combinaciones

de dos bases de datos. Combinaciones que generan veinte y uno modelos que son

evaluados en desempeño para seleccionar solamente dos de los mejores. El desem-

peño obtenido por los modelos entrenados con las bases de datos normalizadas

para cuatro funciones objetivo se muestra en la tabla 5.8 y el desempeño obtenido

por los modelos entrenados con las bases de datos no normalizadas se muestra en

la tabla 5.9.
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Cuadro 5.8: Desempeño de los modelos entrenados con bases de datos normalizadas problemas con
4 funciones objetivo.
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Cuadro 5.9: Desempeño de los modelos entrenados con bases de datos no normalizadas problemas
con 4 funciones objetivo.
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CAPÍTULO 5. EXPERIMENTOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

De los modelos entrenados para aproximar el valor de hipervolumen de con-

juntos de soluciones con 4 funciones objetivos fueron seleccionados dos: El modelo

entrenado con la combinación de las bases de datos normalizadas DTLZ3 y DTLZ7,

el cual se define como:

Modelo15 =
3,23 ∗ 1015 ∗X1 ∗ log(X3)

4,50 ∗ 1015
− 5,56 ∗ 1015 ∗Xexp(−X2−X8)

12

4,50 ∗ 1015

− 1,70 ∗ 1015 ∗ cos(abs(X4) ∗ log(X11))

4,50 ∗ 1015

− 2,35 ∗ exp(X3)

2,8114
+ 2,6236.

Y el modelo entrenado con la combinación de bases de datos no normalizadas

DTLZ1 y DTLZ2 que define como:

Modelo2 =
4,50 ∗ 1015 ∗X29 ∗X30 ∗X31 ∗X32

4,50 ∗ 1015
− 0,67 ∗X4 ∗X2

19 ∗X29

− 0,0054 ∗X2 ∗X9 ∗X2
20 ∗X30 − 0,0041 ∗X5 ∗X2

19

∗X26 ∗X31 ∗ (X2 −X28) + 7,35 ∗ 10−13.

5.2. Resultados

5.2.1. Modelo como indicador para evaluar la calidad de conjuntos de

soluciones no dominadas en problemas con 3 funciones objetivo

Los resultados obtenidos se presentan en cuatro partes, primero los resultados

del modelo como indicador. En estos resultados se reporta la medida de tiempo y

calidad del algoritmo propuesto que utiliza el modelo para aproximar le valor de

hipervolumen contra el algoritmo WFG [12]. Está pruebas se realizaron sobre quin-

ce archivos generados para cinco diferentes tamaños de N. Donde N representa el
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CAPÍTULO 5. EXPERIMENTOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

número de individuos o puntos del conjunto no dominado. Estos archivos fueron

generados para los siete diferentes problemas del conjunto DTLZ [62]. En la tabla

5.10 se muestran las comparativas de tiempo para los siete problemas DTLZ. Sobre

esta tabla se resalta el factor de tiempo, valor que representa cuantas veces es más

rápido el modelo respecto al algoritmo WFG [12]. Como podemos observar para

N=100 el algoritmo que tiene implementado el modelo es doce veces más rápido,

conforme se incrementa el tamaño del archivo el factor se hace más grande. Tam-

bién se realizó un experimento para el cálculo de contribución de hipervolumen, el

cual representa la contribución de cada solución al valor total de la maximización

del hipervolumen. La comparación de estos resultados puede observarse en la par-

te inferior de la tabla. El modelo comienza con un factor de siete y se incrementa

conforme se hace más grande el archivo.

Cuadro 5.10: Resultados de tiempo para los problemas DTLZ con 3 funciones objetivo.

N=100 N=300 N=600 N=1000 N=2000
Time(Seconds) Factor Time(Seconds) Factor Time(Seconds) Factor Time(Seconds) Factor Time(Seconds) Factor

DTLZ1
GP-Model 2.8733e-0.5 −−−− 7.4267e-05 −−−− 0.00015876 −−−− 0.00023783 −−−− 0.0004845 −−−−
WFG 0.00036833 12.819 0.00094184 12.682 0.0028569 17.995 0.0066337 27.892 0.024732 51.046
GP-Model Contributions. 0.001526753 −−−− 0.00049266 −−−− 0.00102026 −−−− 0.001434307 −−−− 0.003294707 −−−−
WFG Contributions. 0.01127962 7.387 0.213613167 433.591 1.491838247 1462.213 6.58627472 4591.957 51.34678867 15584.631

DTLZ2
GP-Model 3.25E-05 −−−− 7.80E-05 −−−− 0.0001402 −−−− 0.000215667 −−−− 0.000493613 −−−−
WFG 0.000335767 10.335 0.001053067 13.499 0.003132907 22.345 0.00750226 34.786 0.027687053 56.090
GP-Model Contributions 0.000259873 −−−− 0.000531207 −−−− 0.000920867 −−−− 0.001373473 −−−− 0.003761673 −−−−
WFG Contributions 0.011194513 43.076 0.222523867 418.902 1.5502697 1683.489 6.796069967 4948.090 53.35371925 14183.506

DTLZ3
GP-Model 2.45E-05 −−−− 5.98E-05 −−−− 0.0001061 −−−− 0.000154427 −−−− −−−− −−−−
WFG 0.000336707 13.746 0.000990047 16.548 0.00258378 24.352 0.006443353 41.724 −−−− −−−−
GP-Model Contributions 0.00023144 −−−− 0.000553367 −−−− 0.000979433 −−−− 0.00111208 −−−− −−−− −−−−
WFG Contributions 0.01145852 49.509 0.20848218 376.752 1.530013107 1562.141 6.244425213 5615.086 −−−− −−−−

DTLZ4
GP-Model 2.61E-05 −−−− 8.85E-05 −−−− 0.000138693 −−−− 0.0002288 −−−− 0.000380907 −−−−
WFG 0.000421017 16.102 0.00115275 13.020 0.003178717 22.919 0.008409225 36.753 0.031381167 82.385
GP-Model Contributions 0.000213527 −−−− 0.00066244 −−−− 0.00094564 −−−− 0.00146346 −−−− 0.002606033 −−−−
WFG Contributions 0.012892783 60.380 0.22280535 336.340 1.634411942 1728.365 7.853736108 5366.553 59.35976748 22777.823

DTLZ5
GP-Model 3.27E-05 −−−− 7.87E-05 −−−− 0.00014288 −−−− 0.000242167 −−−− 0.000471207 −−−−
WFG 0.000357987 10.949 0.001046933 13.309 0.00271842 19.0258 0.007113607 29.374 0.026915447 57.12025863
GP-Model Contributions 0.000243867 −−−− 0.000537553 −−−− 0.00093142 −−−− 0.0015129 −−−− 0.002741793 −−−−
WFG Contributions 0.01136378 46.598 0.217634207 404.860 1.69172026 1816.280 7.325417333 4841.970 54.60903688 19917.269

DTLZ6
GP-Model 2.83E-05 −−−− 8.71E-05 −−−− 0.000152027 −−−− 0.00023856 −−−− 0.000471547 −−−−
WFG 0.000437247 13.612 0.000985993 11.764 0.003024747 18.584 0.006897493 30.425 0.026688087 55.646
GP-Model Contributions 0.00025078 −−−− 0.000531613 −−−− 0.000970753 −−−− 0.001381907 −−−− 0.002834347 −−−−
WFG Contributions 0.011896207 47.436 0.215290973 404.976 1.515310793 1560.963 6.832208473 4944.044803 55.48114966 19574.581

DTLZ7
GP-Model 3.21E-05 −−−− 08.38E-05 −−−− 0.00016276 −−−− 0.0002267 −−−− 0.0004796 −−−−
WFG 0.000414173 14.614 0.001012227 11.618 0.0028545 18.776 0.00689268 28.892 0.025530393 54.141
GP-Model Contributions 0.00022502 −−−− 0.000568093 −−−− 0.000975833 −−−− 0.001465967 −−−− 0.002723667 −−−−
WFG Contributions 0.01237158 54.979 0.234721393 413.173 1.465330993 1501.620 6.633312187 4524.872 51.07862556 18753.625

En los resultados anteriores, observamos que nuestro algoritmo logra una gran

ventaja en tiempo, la cual crece conforme se aumenta el número de puntos en los
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diferentes archivos. Es importante resaltar que para el cálculo de contribución de

hipervolumen se obtiene una mayor aceleración, por lo que nuestra propuesta ayu-

dara a ejecutar el evolutivo SMS-EMOA [17] en un menor tiempo. Sin embargo, es

importante conocer la calidad de las soluciones logradas por los modelos, así como

la calidad de la aproximación al conjunto de óptimos de Pareto alcanzada por el

evolutivo utilizando el modelo como método de selección.

Los resultados de la calidad de las soluciones del modelo como indicador se

obtuvieron comparando el valor real de hipervolumen obtenido con el algoritmo

WFG [12] contra la aproximación que logran los modelos. Los valores reportados

son error absoluto, error relativo y el porcentaje de precisión. Al igual que el expe-

rimento de tiempo, los cálculos de error y precisión son el promedio de 15 archivos

de diferentes tamaños generados de los siete problemas del benchmark DTLZ [62].

En la tabla 5.11 se muestran los resultados obtenidos para el Modelo11 entrenado

con la combinación de las bases de datos DTLZ2 y DTLZ5.
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Cuadro 5.11: Resultado de errores del Modelo11 para los problemas DTLZ con 3 funciones objetivo.

N=100 N=300 N=600 N=1000 N=2000
DTLZ1

Absolute error 0.01029271 0.012366737 0.012930316 0.012651831 0.01316205
Relative error (Percentage) 0.922703263 1.108810263 1.159437117 1.133991247 1.180112981
Percent of accuracy (Percentage) 99.08573271 98.90334951 98.85385175 98.87872393 98.83365125

DTLZ2
Absolute error 0.011924981 0.00908963 0.008708726 0.008263439
Relative error (Percentage) 1.576142673 1.20173109 1.151210076 1.092498708
Percent of accuracy (Percentage) 98.42385733 98.79826891 98.84878992 98.90750129

DTLZ3
Absolute error 0.005602621 0.000920224 0.002907241 0.003528618 0.004260889
Relative error (Percentage) 0.774487035 0.127166761 0.401950665 0.487843271 0.589284655
Percent of accuracy (Percentage) 99.22551296 99.87299475 99.59965851 99.51452509 99.41416757

DTLZ4
Absolute error 0.013514193 0.010140166 0.009189634 0.010339215 0.010591629
Relative error (Percentage) 1.786360858 1.342178675 1.216736727 1.366515874 1.398950041
Percent of accuracy (Percentage) 98.21363914 98.65782132 98.78326327 98.63348413 98.60104996

DTLZ5
Absolute error 0.007739569 0.006338318 0.006282665 0.00495506 0.005747659
Relative error (Percentage) 2.709808925 2.218046702 2.196041515 1.739127084 2.01090673
Percent of accuracy (Percentage) 97.29019107 97.7819533 97.80395848 98.26087292 97.98909327

DTLZ6
Absolute error 0.004622532 0.005169901 0.00630248 0.006053669 0.009299246
Relative error (Percentage) 1.73901002 1.942182662 2.359644713 2.273476463 3.486392562
Percent of accuracy (Percentage) 98.26098998 98.05781734 97.64035529 97.72652354 96.51360744

DTLZ7
Absolute error 0.005111798 0.004462845 0.005875476 0.006038633 0.008171364
Relative error (Percentage) 0.878164229 0.766846649 1.006773372 1.034164558 1.402188361
Percent of accuracy (Percentage) 99.12183577 99.23315335 98.99322663 98.96583544 98.59781164

El análisis de error también fue realizado sobre el modelo no normalizado el

cual está definido como Modelo12, entrenado con la combinación de bases de datos

DTLZ3 y DTLZ4 no normalizadas. De la misma manera que el análisis anterior

este se realiza comparando la aproximación que logra el modelo contra el valor real

de hipervolumen calculado con el algoritmo WFG [12]. Los valores reportados son

error absoluto, error relativo y el porcentaje de precisión. Los resultados se muestran

en la tabla 5.12.
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Cuadro 5.12: Resultado de errores del Modelo12 para los problemas DTLZ con 3 funciones objetivo.

N=100 N=300 N=600 N=1000 N=2000
DTLZ1

Absolute error 5.759187879 5.79536701 5.774016857 5.777411442 5.796796309
Relative error(Percentage) 4.358768796 4.387351847 4.370482425 4.373164228 4.388481376
Percent of accuracy(Percentage) 95.82328457 95.79704651 95.81253021 95.81006836 95.79600994

DTLZ2
Absolute error 0.3327053627 0.3246753679 0.3173944961 0.3293495077 0.3276079412
Relative error(Percentage) 2.043559263 1.994479291 1.950625374 2.022611754 2.012131595
Percent of accuracy(Percentage) 97.95644074 98.00552071 98.04937463 97.97738825 97.98786841

DTLZ3
Absolute error 297.8439427 331.9690103 328.7005586 333.3504278 334.0637087
Relative error(Percentage) 2.413048761 2.691160381 2.663958301 2.702661728 2.70860134
Percent of accuracy(Percentage) 97.64380732 97.37936511 97.40516697 97.3684599 97.36282911

DTLZ4
Absolute error 0.3228853952 0.1940981291 0.3183044892 0.3158398653 0.3184534628
Relative error(Percentage) 1.983521837 1.231147865 1.955280938 1.940405081 1.956044846
Percent of accuracy(Percentage) 98.01647816 98.78382505 98.04471906 98.05959492 98.04395515

DTLZ5
Absolute error 0.7654888476 0.7669754931 0.7653426201 0.7568065938 0.7644591627
Relative error(Percentage) 10.54978013 10.57243486 10.5475523 10.41765801 10.53409439
Percent of accuracy(Percentage) 90.45698678 90.43845342 90.45880973 90.56522462 90.46982341

DTLZ6
Absolute error 99.58189366 104.8536051 104.6845684 104.6599813 104.7153024
Relative error(Percentage) 6.877421935 6.880510258 6.868656158 6.866932145 6.870811254
Percent of accuracy(Percentage) 93.56513115 93.56242757 93.57280572 93.57431527 93.57091878

DTLZ7
Absolute error 0.09714554113 0.09316246746 0.09255305945 0.09697952301 0.09639587105
Relative error(Percentage) 5.639302972 5.410544996 5.377055806 5.619768056 5.587836489
Percent of accuracy(Percentage) 94.36069703 94.589455 94.62294419 94.38023194 94.41216351

El modelo no normalizado está entrenado para realizar las aproximaciones sin

importar la variación de escalas de los diferentes problemas del bechmark DTLZ

[62]. Si se comparan los resultados del modelo no normalizado con el modelo nor-

malizado, se puede observar que el modelo normalizado tiene una precisión entre

97 % y 99 %, mientras que el modelo no normalizado obtiene una precisión entre

90 % y 98 %.

5.2.2. Modelo como método de selección del evolutivo SMS-EMOA para

problemas con 3 funciones objetivo

En esta sección se presentan los resultados del algoritmo que utiliza los modelos

para aproximar la contribución de hipervolumen. Este algoritmo es utilizado como
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método de selección en el algoritmo SMS-EMOA [17]. El análisis realizado se enfoca

solamente en el modelo normalizado, modelo que arrojo mejores resultados en el

análisis anterior.

En primer lugar, se presenta una comparación de las aproximaciones realiza-

das al frente de Pareto por el algoritmo basado en indicadores SMS-EMOA. Una de

las aproximaciones es realizada utilizando HypE [15] como método de selección.

Este algoritmo es utilizado por defecto para el cálculo de contribución de hipervo-

lumen en el algoritmo SMS-EMOA del framework PlatEMO [63]. La otra aproxima-

ción es realizada utilizando el modelo normalizado que es utilizado para aproximar

las contribuciones de hipervolumen en el proceso de selección del algoritmo SMS-

EMOA. La comparación de las aproximaciones de los frentes reales para los siete

problemas DTLZ [61] se muestran de la figura 5.1 a la figura 5.7.
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Figura 5.1: Aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE(a) y
aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en

modelos GP(b) para el problema DTLZ1 con 3 funciones objetivo.
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(b) SMS-EMOA with GP-Model

Figura 5.2: Aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE(a) y
aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en

modelos GP(b) para el problema DTLZ2 con 3 funciones objetivo.
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Figura 5.3: Aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE(a) y
aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en

modelos GP(b) para el problema DTLZ3 con 3 funciones objetivo.
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Figura 5.4: Aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE(a) y
aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en

modelos GP(b) para el problema DTLZ4 con 3 funciones objetivo.
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(b) SMS-EMOA with GP-Model

Figura 5.5: Aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE(a) y
aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en

modelos GP(b) para el problema DTLZ5 con 3 funciones objetivo.
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(b) SMS-EMOA with GP-Model

Figura 5.6: Aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE(a) y
aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en

modelos GP(b) para el problema DTLZ6 con 3 funciones objetivo.

79



CAPÍTULO 5. EXPERIMENTOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

2
0 0

3

4

F
u

n
ct

io
n

 3 5

6

Function 1Function 2

7

0.50.5

11

(a) SMS-EMOA with HypE

2
00

3

4

F
u

n
ct

io
n

 3 5

6

Function 2 Function 1

7

0.5 0.5

11

(b) SMS-EMOA with GP-Model

Figura 5.7: Aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE(a) y
aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en

modelos GP(b) para el problema DTLZ7 con 3 funciones objetivo.
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En segundo lugar, se muestra una comparación de las curvas de hipervolumen

obtenidas por el algoritmo SMS-EMOA [17]. Este análisis se realizó de la siguiente

manera: Se realizaron 30 corridas del algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE [15].

Cada corrida se realizó para 100 generaciones y de cada generación se almaceno

el mejor conjunto de soluciones no dominadas. De la misma forma se realizaron

30 corridas del algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en mode-

los entrenados con GP utilizando la misma configuración y el mismo número de

generaciones. De los conjuntos de soluciones almacenados se calculó el valor real

de hipervolumen utilizando el indicador WFG [12]. Los valores de hipervolumen

fueron promediados por generación obteniendo una curva promedio de hipervo-

lumen de 30 corridas diferentes. En estas curvas se puede observar la evolución

de algoritmo SMS-EMOA guiado por los diferentes algoritmos en busca del frente

real. Ambas curvas son sobrepuestas en una gráfica para cada problema DTLZ [61].

Estas graficas se muestran de la figura 5.8 a la figura 5.14.
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Figura 5.8: Curvas de hipervolumen obtenidas por el algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE y el
algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en modelos GP en la búsqueda del frente de

Pareto del problema DTLZ1 con 3 funciones objetivo.
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Figura 5.9: Curvas de hipervolumen obtenidas por el algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE y el
algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en modelos GP en la búsqueda del frente de

Pareto del problema DTLZ2 con 3 funciones objetivo.
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Figura 5.10: Curvas de hipervolumen obtenidas por el algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE y el
algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en modelos GP en la búsqueda del frente de

Pareto del problema DTLZ3 con 3 funciones objetivo.
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Figura 5.11: Curvas de hipervolumen obtenidas por el algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE y el
algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en modelos GP en la búsqueda del frente de

Pareto del problema DTLZ4 con 3 funciones objetivo.
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Figura 5.12: Curvas de hipervolumen obtenidas por el algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE y el
algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en modelos GP en la búsqueda del frente de

Pareto del problema DTLZ5 con 3 funciones objetivo.
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Figura 5.13: Curvas de hipervolumen obtenidas por el algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE y el
algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en modelos GP en la búsqueda del frente de

Pareto del problema DTLZ6 con 3 funciones objetivo.
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Figura 5.14: Curvas de hipervolumen obtenidas por el algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE y el
algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en modelos GP en la búsqueda del frente de

Pareto del problema DTLZ7 con 3 funciones objetivo.
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5.2.3. Modelo como indicador para evaluar la calidad de conjuntos de

soluciones no dominadas en problemas con 4 funciones objetivo

Los resultados de cuatro funciones se estructuran de la siguiente manera: Pri-

mero se muestra la comparación de tiempo de los modelos para un promedio de 15

archivos que contienen conjuntos de soluciones no dominadas de cuatro objetivos.

Los resultados de tiempo para seis problemas DTLZ se muestran en la tabla 5.13.

Cuadro 5.13: Resultados de tiempo para los problemas DTLZ con 4 funciones objetivo.

N = 100 N = 300 N = 600 N = 1000 N = 2000
Time(Seconds) Factor Time(Seconds) Factor Time(Seconds) Factor Time(Seconds) Factor Time(Seconds) Factor

DTLZ1
GP-Model 3.34E-05 −−−− 9.15E-05 −−−− 0.0002029 −−−− 0.00044952 −−−− 0.00080467 −−−−
WFG 0.00084603 25.294997 0.00187241 20.473975 0.00431830 21.282930 0.01152374 25.635275 0.03627803 45.084174
GP-Model Contributions 0.00031072 −−−− 0.00084234 −−−− 0.00168651 −−−− 0.00380318 −−−− 0.00555379 −−−−
WFG Contributions 0.04136814 133.13641 0.490415 582.20552 2.4468147 1450.8125 11.651780 3063.6887 74.220927 13364.005

DTLZ2
GP-Model 3.59E-05 −−−− 1.24E-04 −−−− 0.00021448 −−−− 0.00035043 −−−− 0.00070048 −−−−
WFG 0.00115048 32.046889 0.00273675 21.999598 0.00646586 30.14624 0.01270445 36.253543 0.03841521 54.841014
GP-Model Contributions 0.0003255 −−−− 0.00123146 −−−− 0.00183951 −−−− 0.00271666 −−−− 0.00516306 −−−−
WFG Contributions 0.04827471 148.3094 0.58581531 475.70537 3.50532455 1905.5682 12.222960 4499.2491 78.06318 15119.538

DTLZ4
GP-Model 2.60E-05 −−−− 9.03E-05 −−−− 0.00019136 −−−− 0.00028596 −−−− 0.00070606 −−−−
WFG 0.00053382 20.521271 0.00204651 22.658473 0.00523105 27.335237 0.0146408 51.197575 0.04450455 63.031658
GP-Model Contributions 0.00021858 −−−− 0.00082008 −−−− 0.00162126 −−−− 0.00232500 −−−− 0.00605844 −−−−
WFG Contributions 0.02257478 103.27613 0.51400782 626.777663 2.9933821 1846.3231 14.951233 6430.619424 93.613618 15451.752568

DTLZ5
GP-Model 2.12E-05 −−−− 9.43E-05 −−−− 0.00025162 −−−− 0.00035396 −−−− 0.00073157 −−−−
WFG 0.00047932 22.566854 0.00161646 17.138040 0.00422840 16.804732 0.01186291 33.51421 0.03513910 48.032241
GP-Model Contributions 0.00018355 −−−− 0.00070270 −−−− 0.00172725 −−−− 0.00228330 −−−− 0.00438774 −−−−
WFG Contributions 0.01821019 99.209276 0.44592036 634.57539 2.5776836 1492.3599 12.578093 5508.7182 78.353431 17857.32804

DTLZ6
GP-Model 3.83E-05 −−−− 1.37E-04 −−−− 0.00031481 −−−− 0.00050875 −−−− 0.00092261 −−−−
WFG 0.00104981 27.386521 0.00215515 15.685225 0.00624355 19.832336 0.00999355 19.6433415233415 0.03028561 32.825785
GP-Model Contributions 0.00029796 −−−− 0.00100418 −−−− 0.00227653 −−−− 0.00326718 −−−− 0.00630351 −−−−
WFG Contributions 0.03944133 132.36827 0.45661546 454.71324 3.040452 1335.5624 10.659024 3262.450571 64.089591 10167.275676

DTLZ7
GP-Model 3.04E-05 −−−− 9.43E-05 −−−− 0.0001919 −−−− 0.00034088 −−−− 0.00069716 −−−−
WFG 0.00052224 17.164110 0.00195923 20.766322 0.00738557 38.486572 0.01841277 54.015411 0.06432178 92.261697
GP-Model Contributions 0.00028163 −−−− 0.00078479 −−−− 0.00157858 −−−− 0.00262788 −−−− 0.00511725 −−−−
WFG Contributions 0.02513036 89.230796 0.52184942 664.951401 4.45736618 2823.643626 18.795712 7152.424161 138.384756 27042.780151

En segundo lugar, se reporta error absoluto, error relativo y el porcentaje de

precisión de los modelos entrenado para aproximar el valor de hipervolumen de

conjuntos de soluciones no dominadas con cuatro funciones objetivo.

El Modelo15 fue entrenado con la combinación de bases de datos normalizadas

DTLZ3 y DTLZ7. Los resultados reportados para este modelo son promedios de 15

archivos diferentes para cada problema DTLZ. En la tabla 5.14 se pueden observar

los resultados obtenidos para seis de los siete problemas.

El Modelo2 fue entrenado con la combinación de las bases de datos no normali-

zadas DTLZ1 y DTLZ2. En la tabla 5.15 se pueden observar los resultados obtenidos
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por este modelo para seis problemas DTLZ.

Cuadro 5.14: Resultado de errores del Modelo15 para los problemas DTLZ con 4 funciones objetivo.

N = 100 N = 300 N = 600 N = 1000 N = 2000
DTLZ1

Absolute error 0.041712753451457 0.028101511228543 0.046130216396838 0.045671054421808 0.052990862298191
Relative error (Percentage) 3.15793747822468 2.0206734921935 3.24964141454573 3.21729576593217 4.01176657517091
Percent of accuracy (Percentage) 96.9387353456041 97.9793265078065 96.7503585854543 96.7827042340678 96.1429685243625

DTLZ2
Absolute error 0.027091682909287 0.011097910968834 0.01057262815122 0.028723719515219 0.013822602470837
Relative error (Percentage) 2.59183799733768 1.06172759501163 1.01147423974385 2.30934167465435 1.32239648699445
Percent of accuracy (Percentage) 97.4081620026623 98.9382724049884 98.9885257602562 97.6906583253457 98.6776035130056

DTLZ4
ine N=100 N=300 N=600 N=1000 N=2000
Absolute error 0.03085262415733 0.034260009165021 0.053830917123575 0.044361681673143 0.035290647049298
Relative error (Percentage) 2.72097046740897 3.02813873041866 4.84629292777124 3.99379604963922 3.17714841860986
Percent of accuracy (Percentage) 97.279029532591 96.9718612695814 95.1537070722288 96.0062039503608 96.8228515813901

DTLZ5
Absolute error 0.027091682909287 0.011097910968834 0.01057262815122 0.028723719515219 0.013822602470837
Relative error (Percentage) 2.59183799733768 1.06172759501163 1.01147423974385 2.30934167465435 1.32239648699445
Percent of accuracy (Percentage) 97.4081620026623 98.9382724049884 98.9885257602562 97.6906583253457 98.6776035130056

DTLZ6
Absolute error 0.052231098086083 0.051600404101185 0.069913427642806 0.038817100563414 0.063245232852154
Relative error (Percentage) 4.42912959291445 4.51398372031629 5.81668607517898 3.0788533247275 5.60383378430328
Percent of accuracy (Percentage) 95.5708704070856 95.4860162796837 94.183313924821 96.9211466752725 94.3961662156967

DTLZ7
Absolute error 0.006687033895631 0.000780161220062 0.01274539188677 0.013376121543479 0.009629086779271
Relative error (Percentage) 0.962463543123507 0.124288625917542 1.84986118351556 1.94140503870676 1.38591266670217
Percent of accuracy (Percentage) 99.0467115110435 99.8757113740825 98.183737157793 98.0955677058114 98.6330323116405

Cuadro 5.15: Resultado de errores del Modelo2 para los problemas DTLZ con 4 funciones objetivo.

N = 100 N = 300 N = 600 N = 1000 N = 2000
DTLZ1

Absolute error 0.888104591733736 0.749761809493521 0.736419418373316 0.726167786935321 0.677829097590575
Relative error (Percentage) 0.067999378618805 0.057406906384913 0.056385321411805 0.055600386197979 0.055606259412383
Percent of accuracy (Percentage) 99.9320006213812 99.9425930936151 99.9436146785882 99.944399613802 99.9443937405876

DTLZ2
Absolute error 0.272555089045518 0.165615045455679 0.219029197975015 0.201309259152641 0.258515678314714
Relative error (Percentage) 1.97364653093713 1.19926419675109 1.58605079901897 1.45773583741737 1.87198328780236
Percent of accuracy (Percentage) 98.0645523641852 98.8149477110629 98.43871202144 98.5632087830608 98.162415977989

DTLZ4
Absolute error 0.280119924842973 0.34754216388964 0.230650628986949 0.268449603707606 0.23235041534653
Relative error (Percentage) 9.21508050336271 11.6923994509112 7.58769343329452 8.8115683425714 7.56295424679866
Percent of accuracy (Percentage) 91.5624468151365 89.5316068878528 92.9474336783705 91.9019930722532 92.9688113349455

DTLZ5
Absolute error 1.82482105963885 1.86616285247219 1.80573595431384 1.72464059204764 1.62124023787827
Relative error (Percentage) 35.1946988423108 36.2813312231799 34.8266109518628 33.1544388355359 31.1293870325281
Percent of accuracy (Percentage) 73.9673972842963 73.3776219401878 74.1693344466717 75.1007633500779 76.2605562818607

DTLZ6
Absolute error 519.476517624771 202.861349861771 257.010639107486 479.973317236227 479.973317236227
Relative error (Percentage) 3.41991557888329 1.33551501792173 1.6920008100488 3.15985067538727 3.15985067538727
Percent of accuracy (Percentage) 96.693175042988 98.6820859225065 98.3361515197156 96.9369375249191 96.9369375249191

DTLZ7
Absolute error 0.256977310059559 0.290735295424533 0.324946526786737 0.375814103268591 0.293768003495303
Relative error (Percentage) 5.46333008572947 6.18102386591313 6.90835364272363 7.98979682896077 6.24549915067829
Percent of accuracy (Percentage) 94.8196874863629 94.17878671643 93.5380600230637 92.6013409937094 94.1216341392299
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5.2.4. Modelo como método de selección del evolutivo SMS-EMOA para

problemas con 4 funciones objetivo

En este apartado se presentan los resultados de las aproximaciones al frente de

Pareto de los problemas DTLZ [62] con cuatro funciones objetivo. Realizadas con las

dos variaciones del algoritmo SMS-EMOA [17]. La primera utilizando HypE [15] y

la segunda utilizando los modelos entrenado con GP. Los resultados se muestran de

la figura 5.15 a la figura 5.21.
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Figura 5.15: Aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE(a) y
aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en

modelos GP(b) para el problema DTLZ1 con 4 funciones objetivo.
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Figura 5.16: Aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE(a) y
aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en

modelos GP(b) para el problema DTLZ2 con 4 funciones objetivo.
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Figura 5.17: Aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE(a) y
aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en

modelos GP(b) para el problema DTLZ3 con 4 funciones objetivo.
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Figura 5.18: Aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE(a) y
aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en

modelos GP(b) para el problema DTLZ4 con 4 funciones objetivo.
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Figura 5.19: Aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE(a) y
aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en

modelos GP(b) para el problema DTLZ4 con 3 funciones objetivo.
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Figura 5.20: Aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE(a) y
aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en

modelos GP(b) para el problema DTLZ6 con 4 funciones objetivo.
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Figura 5.21: Aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE(a) y
aproximaciones al frente de Pareto del algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en

modelos GP(b) para el problema DTLZ7 con 4 funciones objetivo.
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Finalmente se muestra la comparación de las curvas basadas en valor de hiper-

volumen del algoritmo SMS-EMOA [17] con los métodos HypE [15] y el modelo GP

en la búsqueda del frente real para los problemas escalables DTLZ [62] con cuatro

funciones objetivo. Los resultados se muestran de la figura 5.22 a la figura 5.28.
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Figura 5.22: Curvas de hipervolumen obtenidas por el algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE y el
algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en modelos GP en la búsqueda del frente de

Pareto del problema DTLZ1 con 4 funciones objetivo.
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Figura 5.23: Curvas de hipervolumen obtenidas por el algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE y el
algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en modelos GP en la búsqueda del frente de

Pareto del problema DTLZ2 con 4 funciones objetivo.
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Figura 5.24: Curvas de hipervolumen obtenidas por el algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE y el
algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en modelos GP en la búsqueda del frente de

Pareto del problema DTLZ3 con 4 funciones objetivo.
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Figura 5.25: Curvas de hipervolumen obtenidas por el algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE y el
algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en modelos GP en la búsqueda del frente de

Pareto del problema DTLZ4 con 4 funciones objetivo.
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Figura 5.26: Curvas de hipervolumen obtenidas por el algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE y el
algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en modelos GP en la búsqueda del frente de

Pareto del problema DTLZ5 con 4 funciones objetivo.
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Figura 5.27: Curvas de hipervolumen obtenidas por el algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE y el
algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en modelos GP en la búsqueda del frente de

Pareto del problema DTLZ6 con 4 funciones objetivo.
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Figura 5.28: Curvas de hipervolumen obtenidas por el algoritmo SMS-EMOA guiado por HypE y el
algoritmo SMS-EMOA guiado por el algoritmo basado en modelos GP en la búsqueda del frente de

Pareto del problema DTLZ7 con 4 funciones objetivo.
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Capítulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

6.1. Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo de tesis propone entrenar modelos utilizan-

do Programación Genética para aproximar el valor de hipervolumen. Este trabajo

de investigación es motivado por el problema del costo computacional que implica

el cálculo del valor de hipervolumen.

Para llevar a cabo este objetivo se realizaron estudios para evaluar los mode-

los como indicador, para ello se utilizaron archivos generados de siete problemas

de prueba del bechkmark DTLZ. El valor real de hipervolumen fue calculado con

el algoritmo WFG y comparado contra las aproximaciones realizadas por los mo-

delos donde los resultados fueron reportados en error absoluto, error relativo y la

precisión del modelo.

Los modelos propuestos mostraron ser capaces de reducir el tiempo de ejecución

a un tiempo polinomial obteniendo una gran ventaja sobre uno de los algoritmos

que está catalogado como uno de los más rápidos para el cálculo de hipervolumen.

En los resultados reportados se puede observar como la diferencia en tiempo se

incrementa conforme aumenta la cantidad de puntos en el conjunto de soluciones.
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Las aproximaciones realizadas por los modelos varían dependiendo de la for-

ma en la que son entrenados. Los modelos entrenados con bases no normalizadas

aproximan el valor de hipervolumen con una exactitud entre 90 % y 98 %, mientras

que un entrenamiento normalizado permite aproximar el valor de hipervolumen

con una exactitud entre 97 % y 99 %. La exactitud varía para cada problema depen-

diendo de la combinación de bases de datos utilizada para el entrenamiento. Los

problemas que presentaron una mayor complejidad al ser generalizados fueron el

DTLZ5 y DTLZ6.

Los modelos utilizados como indicador muestran tener buenos resultados en la

calidad de las aproximaciones al valor de hipervolumen. Sin embargo, no son 100 %

exactos. Conforme a los resultados obtenidos podemos concluir que tenemos una

forma muy rápida de aproximar el valor de hipervolumen con un pequeño margen

de error.

En el segundo enfoque se realizaron estudios para evaluar el desempeño del

algoritmo SMS-EMOA que utiliza los modelos como método de selección. Para rea-

lizar este análisis se utilizó el indicador WFG para calcular el valor de hipervolumen

del mejor conjunto de soluciones no dominadas de cada generación. Los resultados

reportados son la aproximación realizada por el algoritmo al conjunto de óptimos

de Pareto y una curva de hipervolumen donde se puede observar la evolución del

optimizador en la búsqueda del frente de Pareto.

Los resultados experimentales confirman que el algoritmo SMS-EMOA guiado

por los modelos es capaz de realizar una buena aproximación al conjunto de ópti-

mos de Pareto, esto a pesar de la perdida de precisión que tienen los modelos. Con-

forme los resultados obtenidos para este segundo enfoque podemos concluir que la

precisión de los modelos está dentro de los límites tolerables y que pueden reducir

el tiempo de ejecución significativamente de los algoritmos basados en indicadores.

El éxito de la técnica propuesta depende en gran medida de la forma de entrena-
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miento que reciben los diferentes modelos ya que en base a eso el posible reducir

el error y lograr mejores aproximaciones. Para este trabajo se cumplió el objetivo

al poder emplear un modelo entrenado para aproximar el valor de hipervolumen

además de utilizarlo para guiar la búsqueda de un algoritmo multi-objetivo basado

en indicadores.

6.2. Trabajo futuro

En este apartado se mencionan algunas ideas y estrategias que se pueden seguir

para extender este trabajo de tesis.

Se pueden explorar otras formas de generar las bases de datos, el éxito de un

modelo generalmente depende de su entrenamiento. Pueden realizarse dife-

rentes configuraciones de los parámetros de control del optimizador. De igual

modo se puede variar la cantidad de datos que son almacenados y la parte

del evolutivo de donde son extraídos. Algunos de estos ajustes alternativos

podrían resultar en una mejor precisión de predicción.

Incorporar nuevas estadísticas o remplazar algunas de las que están siendo

utilizadas. Generalmente los modelos no utilizan todas las características que

conforman el vector de variables predictoras. Algunas otras características po-

drían resultar en una mejora en el rendimiento de los modelos.

Utilizar otros conjuntos de prueba que permitan tener una visión más amplia

del alcance de los modelos y los casos para los cuales resultan más adecuados.

Ampliar el estudio a problemas con más de cuatro funciones objetivo que per-

mita medir el alcance de los modelos en problemas de alta dimensionalidad.
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