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RESUMEN

PRUEBA DE IGUALDAD DE UN CONJUNTO DE MODELOS LINEALES Y SUS
APLICACIONES

POR:
M.S.M. ARWELL NATHAN LEYVA CHAVEZ

Maestria Profesional en Estadistica Aplicada
Secretaria de Investigacién y Posgrado
Facultad de Zootecnia y Ecologia
Universidad Autbnoma de Chihuahua
Presidente: Dr. José Antonio Diaz Garcia

Motivada en los resultados de ensayos observacionales o experimentales,
uno de los objetivos de la estadistica es llevar a cabo comparaciones de parametros,
estructuras y modelos. En este trabajo se estudio la comparacion de tres modelos
linealizables que tienen la misma forma funcional, para los cuales, las variables
dependientes e independientes que intervienen en tales modelos pueden ser de
diferente naturaleza (por ejemplo, diferentes escalas), y sus correspondientes
tamafios de muestras también pueden ser diferentes. Para este problema es
obtenido un estadistico de prueba (W) que permite tomar decisiones sobre la
igualdad de un conjunto de modelos linealizables. Basados en la teoria del modelo
lineal general y, en particular en el estudio de la igualdad de la interseccion,
paralelismo y misma ordenada al origen de un conjunto de lineas, tal comparacién
sobre la igualdad de un conjunto de modelos linealizables es estudiada. Como
resultado, un estadistico de prueba con distribucion F-Snedecor es obtenido y la
correspondiente prueba de hipétesis con su regla de decisibn es planteada.

Adicionalmente, una base de datos reales en el contexto del control integrado de

Vi



plagas es analizada bajo la prueba de hipé6tesis obtenida. Como se desprende de
esta tesina, reescribiendo los modelos linealizables como un modelo lineal general
es posible proponer una prueba de hipétesis, de tamafio predefinido, para decidir

sobre la igualdad de un conjunto de modelos.
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ABSTRACT

PROOF OF EQUALITY OF A SET OF LINEAR MODELS AND THEIR
APPLICATIONS

BY:
M.S.M. ARWELL NATHAN LEYVA CHAVEZ

Motivated in the results of observational or experimental tests, one of the
objectives of statistics is to carry out comparisons of parameters, structures and
models. In this paper, the comparison of several linearizable models that have the
same functional form is studied, for which the dependent and independent variables
that intervene in such models can be of different nature (for example, different
scales), and their corresponding sample sizes, can also be different. For this
problem, a statistical test is obtained which allows to make decisions about the
equality of a set of linear models. Based on the theory of the general linear model
and, in particular in the study of the equality of the intersection, parallelism and same
ordered to the origin of a set of lines, such a comparison on the equality of a set of
linearizable models is studied. As a result, a statistical test with F-Snedecor
distribution is obtained and the corresponding hypothesis test with its decision rule
is proposed. Additionally, a real database in the context of integrated pest control is
analyzed under the hypothesis test obtained. As can be seen from this thesis, by
rewriting linearizable models as a general linear model, it is possible to propose an

hypothesis test, of predefined size, to decide on the equality of a set of models.
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INTRODUCCION

En el analisis estadistico de la informacién de ensayos experimentales,
observacionales o fendmenos en general, en donde se pretenden hacer
comparaciones sobre el efecto de R tratamientos o el comportamiento de R especies
animales, vegetales u entes inertes, basados en la variable de decision Y (variable
dependiente), es usual concluir en términos de la comparaciéon de las R medias
aritméticas o, en el mejor de los casos, se realiza una comparacion simultanea de
las R medias y sus correspondientes varianzas (de la variable Y). Sin embargo,
cuando dicho comportamiento cambia a través del tiempo, del espacio, o de
variables que son funcién del tiempo o el espacio -denotemos esta variables como
Xy, ..., X, (variables independientes)- en ciertas ocasiones es conveniente proponer
modelos que describan el comportamiento de las variables de interés Y, =
fo(X1, . Xp),p=1,..,R, en términos de dichas variables independientes.
Entonces, alternativamente a comparar las R medias y/o varianzas de las medidas

repetidas o independientes, se puede pensar en comparar los R modelos Y, =
fo(X1, e Xp).

Adicionalmente, una vez estimados estos modelos basados en la informacion
del experimento a través de las técnicas del modelo lineal general, permiten estudiar
el comportamiento de las variables dependientes en todo el recorrido de las
variables independientes, caracteristica que facilita el estudio de tendencias y hacer
predicciones para valores de interés de las variables independientes. Ademas, es
posible estimar los puntos criticos (valores de las variables independientes) y los

correspondientes 6ptimos de las variables dependientes.
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Usando modelos de regresion simple y modelos de regresion lineal, esta
practica de comparar R modelos es comun en estudios de ensayos medicos,

farmacolégicos y, méas recientemente, en el andlisis de experimentos agricolas.

El presente trabajo tiene como objetivo principal proponer una prueba
estadistica para la hipé6tesis de igualdad de R modelos lineales o linealizables,

basada en la teoria del modelo lineal general bajo normalidad.



REVISION DE LITERATURA
En primera instancia, se hizo una breve recopilacion de notacion y topicos
del algebra de matrices, los cuales son necesarios para la comprension del resto
del material expuesto, resaltando algunos resultados sobre el inverso de matrices

particionadas y el inverso de Moore-Penrose (Graybill, 1976; ver Apéndice A).

Asimismo, se estudiaron la distribucibn normal multivariada y las
distribuciones asociadas a las formas cuadraticas, como la Ji-Cuadrada y F-
Snedecor centradas y no centradas (ver Apéndice B).

Se analiz6 el modelo lineal general; en particular se estudio el problema de
estimacion, propiedades de los estimadores y, en especial, la prueba de hipoétesis
lineal general (ver Apéndice C). Para concluir esta seccién, se establecio el
estadistico de prueba para la hipétesis lineal general a través del criterio de la razén
de verosimilitud via la técnica de optimizacion de multiplicadores de Lagrange
(Grayhbill, 1976).

La prueba de igualdad de modelos linealizables con la misma forma funcional
es poco conocida en la literatura. Draper y Smith (1981) hacen un breve comentario
sobre el posible interés de estudiar este problema. Por otro lado, Graybill (1976)
estudio en detalle este problema en el caso univariado, proponiendo una prueba de
hipotesis de tamafio a, con su correspondiente estadistico de prueba y la regla de
decision. Con un enfoque bayesiano, Novick et al. (2013) determinaron si las
respuestas biolégicas bajo la aplicacion de dos substancias son similares. Para ello,
dos modelos de regresion lineal simple fueron ajustados y concluyeron haciendo

una prueba de paralelismo. También, bajo modelos de regresién no lineales,



especificamente modelos tipo logistico, determinaron si dos ambientes bioldgicos
diferentes darian curvas de dosis-respuesta similares a la misma sustancia,
proponiendo una prueba de paralelismo para este tipo de modelos logisticos.
Fleetwood et al. (2015) llevaron a cabo un estudio paralelo a los autores anteriores,
pero ellos desde un punto de vista estadistico clasico. El estudio de paralelismo ha
sido de interés desde un punto de vista multivariado. Asi, bajo estadistica clasica,
Diaz y Caro (2006) estudiaron el problema de la igualdad de un conjunto de modelos
lineales multivariados linealizables. Desde un punto de vista practico, la igualdad de
modelos lineales multivariados linealizables y su correspondiente optimizaciéon
multiobjetivo fue usada por Martinez et al. (2014) en un problema sobre el control

integrado de plagas en el estado de Guanajuato.



MATERIALES Y METODOS

Descripcion de la Situacién a Abordar

En diferentes areas del conocimiento, es comun estar interesados en
describir el comportamiento de ciertas variables dependientes en término de otro
conjunto de variables independientes a través de un modelo matematico. En
muchas de estas situaciones, no se conoce de antemano la forma funcional de dicho
modelo, pero se tiene una muestra de las variables de interés, lo cual permite
proponer diferentes formas funcionales del modelo y estimarlas a través de técnicas
estadisticas. Por ejemplo, dado un conjunto de datos, se desea saber cual
distribucion probabilistica sigue la muestra. Alternativamente, supongase que se
tiene una muestra de la variable Y (dependiente) y la variable independiente X. El
objetivo es proponer el modelo mateméatico que mejor describa el comportamiento
de la variable Y en términos de la variable X, es decir, se desea encontrar un modelo
de la forma

Y =f(x),

para alguna funcién f(-). En este caso, por informacion previa del fenomeno a ser
modelado o conociendo la forma del modelo propuesto en casos de variables con
comportamientos similares, se proponen varias formas funcionales para el modelo
f () y se procede a estimar los pardmetros que intervienen en dichos modelos como
se muestra en la Figura 1. La pregunta ahora es: ¢ Como decidir cual es el modelo

gue mejor ajusta a las observaciones?



Figura 1. Muestra tomada de una poblacion.



Basados en el factor de Bayes, en la teoria de codificacion y en la teoria de
la informacion, diferentes criterios de seleccion de modelos se han propuesto en la
literatura estadistica para responder a esta pregunta. Estos criterios, como el criterio
de Shwarz (SBC), criterio de informacion de Akaike (AIK), criterio de informacion de
Kullback-Leibler (KLIC), etc., son tan generales que permiten estimar la dimension
del modelo, es decir, la dimension del espacio paramétrico que mejor describe el
comportamiento de la variable Y en funcién de la variable X (Schwarz, 1978; Kass
y Raftery, 1995).

En el presente proyecto el objetivo principal es estudiar un problema
alternativo. En este caso se esta interesado en comparar p,p = 1,2,...,R, modelos
gue funcionalmente son iguales (es decir, tienen la misma forma funcional) y pueden
ser estimados a través de la teoria del modelo lineal general.

Por ejemplo, si Y denota la variable dependiente y X;, X, son las variables
independientes, cada modelo p puede ser de la forma:

Y = By +Bix1 + Box
Y = By +Bixy + Boxy + BraxF + Borxi + Praxi Xy
Y = exp{By + f1x1 + Box}
Y = exp{By + Bix1 + Boxy + Pr1X{ + BaoXi + PraX1%,)
Y = Boxllxgz,
entre otras muchas posibilidades (Graybill, 1976; Draper y Smith, 1981).
Note que esta comparacion de modelos difiere de la descrita anteriormente en

diferentes aspectos:



1. Las muestras provienen de diferentes poblaciones o sub-poblaciones como
lo muestra la Figura 2.
2. Las variables dependientes Y’s pueden ser diferentes entre cada muestra.
3. El nimero de variables independientes X's que intervienen en cada modelo
es el mismo, aunque se pueden definir diferentes variables entre muestras.
4. Eltamafo de cada muestra puede ser diferente.
Esto es, el nUmero de variables independientes p es el mismo para todos los
modelos, pero cabe la posibilidad de que
X, #X,# - #Xp
Méas auln, observe que el tamafio de muestra para cada p,p = 1,2, ..., R,
admite la posibilidad de que sean diferentes, esto es, n; # n, # -+ # ng, el tamafo

de muestra para cada modelo es diferente, como se muestra a continuacion,

-1 6.8
11 1 3.2
13 [ 1
{7 | 1 2] 193
X, = X, =| 13|, x;=| 154
19 14 113
18 | { <l 174
L 1 85!

Metodologia para la Propuesta Estadistica

Con el propésito de establecer el estadistico para la prueba de la igualdad de
un conjunto de R modelos, se examinaron las siguientes hipotesis de paralelismo,
interseccién e igualdad de ordenada al origen de modelos lineales simples; esto es,

se establecieron los estadisticos de prueba para las hipétesis:



Poblacién #1

Poblacién #2

Poblacién #R

Figura 2. Muestra tomada de diferentes poblaciones.



1) Los R modelos lineales simples son paralelos.
2) Los R modelos lineales simples tienen la misma ordenada al origen.

3) Los R modelos se intercectan exactamente en un punto x, especifico.

Con el estudio de estas tres pruebas, se establecen los preliminares basicos
para poder estudiar el objetivo fundamental de la presente tesina, la prueba de
hipotesis para el problema de comparacion de modelos con formas funcionales
iguales (en conjunto). Asi, en la segunda seccidn, se deriva el estadistico de prueba

para la hipétesis de que R modelos lineales generales son idénticos.

Metodologia para la Aplicacion

Tipicamente, la comparacion entre poblaciones de plagas se realiza
comparando sus medias, ya sea en medidas independientes o en medidas
repetidas, segun el caso (Pérez et al., 2010; Murtaugh et al., 2012). Sin embargo,
se observd que al llevar al campo las conclusiones asi obtenidas, el manejo
integrado de plagas no era eficiente. Luego, se ajustaron modelos de regresion
polinomiales para describir el comportamiento de la poblacién de plagas en términos
de variables climéticas, principalmente temperatura y precipitaciéon (Hodgson et al.,
2011; Quesada et al., 2012). Sin embargo, la comparacion de las poblaciones de
plagas se seguia haciendo en términos de las medias. Recientemente, Martinez-
Jaime et al. (2014) proponen como alternativa que la dinamica de las poblaciones
de plaga sea comparada mediante sus correspondientes modelos de curvas de
crecimiento estimadas a través de los modelos de regresion polinomial.

A través de los siguientes ejemplos se ilustrara la utilizacion de las pruebas

de paralelismo, interseccion e igualdad de modelos.
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Ejemplo 1. Un fertilizante comercial es aplicado al cultivo de trigo para
determinar como afecta su rendimiento. Se estudian tres variedades de trigo y, para
cada variedad, la relacion entre el rendimiento en costales y la cantidad de

fertilizante aplicado en Kg/Ha x esta dada por
Vij = ay + Bix1j + &, Vaj = gy + Poxaj + &), V3j = a3 + P3x3; + &3).

El investigador esta interesado en determinar silas lineas son paralelas, esto

€s,

B1= B2 = PBs,

si el incremento en rendimiento promedio por unidad de fertilizante es el mismo para
las tres variedades de trigo. O quizas desea determinar si los interceptos son

iguales, esto es, Si
(ll == az = 0(3,

(si el rendimiento de cada variedad de trigo es el mismo cuando no se ha aplicado

el fertilizante).

Ejemplo 2. Un estudio clinico es llevado a cabo para determinar la relacion
entre la edad x y la tension arterial y de individuos entre 50y 75 afios de edad. Para
tal efecto se ha asumido un modelo lineal simple, pero el estudio contempla ambos
géneros, masculino y femenino. Por lo tanto, se ha decidido que un modelo para

cada género es mas apropiado. Los modelos son:
Y1j = ay + B1xqj + & para mujeres, y

V2j = @ + PBaxyj + & paralos hombres.

11



Enseguida, ya establecidos los preliminares basicos, esta ultima técnica
(comparacion de modelos con formas funcionales iguales en conjunto) se aplico en
la comparacion de las curvas de crecimiento de las poblaciones de adultos de
Diabrotica undecimpunctata (Harold), Diabrotica balteata (LeConte) y Diabrotica
virgifera (Krysan & Smith) en Irapuato, Guanajuato, México.

Utilizando las técnicas de regresion mdltiple univariadas se estimaron las
curvas de crecimiento poblacional mediante polinomios de tercer grado en términos
de la temperatura y la precipitacion. Luego, alternativamente a la comparacion de
las medias de las tres especies en diferentes tiempos, los modelos de dichas curvas

de crecimiento polinbmicas fueron comparados entre si.

12



RESULTADOS Y DISCUSION

Paralelismo, Interseccion e Igualdad de Modelos
Algunos problemas de gran interés desde un punto de vista aplicado son los
siguientes: determinar si en un conjunto de lineas todas se intercectan en un punto

especifico, todas son paralelas o todas son idénticas.

El interés del investigador fue estudiar los modelos por separado y
simultdneamente. Al analizar los dos modelos juntos, el interés se centrd en probar

simultaneamente que

B = Bo-
Esto es, ¢ los modelos para ambos géneros son iguales?

En la primera seccidon son derivados los estadisticos de prueba para las
siguientes hipétesis:
1) R modelos lineales simples son paralelos.

2) R modelos lineales simples tienen el mismo intercepto.

3) Los R modelos se intercectan exactamente en un punto x, especifico.

En la segunda seccion, se deriva el estadistico de prueba para la hipétesis

de que R modelos lineales generales son idénticos.
1. Pruebas de hipétesis acerca de R modelos lineales simples.

Primero se discuten algunos detalles sobre el modelo lineal simple y se

introduce alguna notacion.
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Considere los siguientes R modelos lineales simples
y1j=a1 +ﬁ1xlj+£1]’ ) j:1;27-"ln1;
y2j=a2 +ﬁ2x2j+€2j , j=1,2,...,7’l2;

y3j=a1+B3X3j+E3j ) j=112I"'1n3;

1)
ij :aR+ﬁRij+€Rj B _]: 1,2,...,nR.
Dondeny +ny +--+ng=N,n,>2,p=1,..,Rye;~N(0,0?)
independientes (ver Apéndice B).
Las hipétesis de interés son:
i. Hy:py =P, == Bg, €sto es, las lineas son paralelas.
ii. Hy:a; = a, = = ag, esto es, las lineas tienen un intercepto en comun.
iil. Ho:ay + B1xo = ay + Paxy = -+ = ag + Prx, (xo coOnocido), esto es, las lineas

se intercectan en el punto especificado x,,.

Con el fin de establecer los correspondientes estadisticos de prueba,
obsérvese que los R modelos lineales simples se pueden reescribir como un modelo

lineal general y = XpB + € (ver Apéndice C). Pero antes notese que el p-ésimo

modelo lineal simple se puede escribir como

Y, =X,B,+ ¢,

Donde
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] ] %
Yp, 1 *p, Xp €p,
= . ) X = N . ) = ) = . .
R N R A R
1Y0,,,] 11 %, 120, ]

Asi los R modelos se pueden reescribir como
Y1 X, 0 0 B1 €
&
Y: :y:z )] X: 0 X:Z . :0 ) ﬁ: ﬁ:Z ]E: :2
Yr 0 0 - Xp Br €r

Obsérvese que, dado que eij~N(O,02) y son independientes

£,~Ny, (0, O'zlnp).

Luego
[E~NN(0,021N).
Ademas,
Xl’ 0 0 X1 0 0 X1/X1 0 0
00 ...XR' 0 0 Xg 0 0 "'XR,XR
y
X, 0 07171 Ifxll}’ﬂl
XY = 0 X.2 O y:2 :|X2 v, |
0 0 ...XR, Yr [XR,yRJ
De donde
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(X X )—1 0 0
(xx)" = o (x, x) Y
L o 0 (XR xz) "]
Por lo tanto,
_(Xlle)_ 0 0 [ X1 y1]
B = (X'X)_lx'y — 0 (x; Xz) ' O |X2:y2 !
0 0 (XR XR) JlXR yRJ

—(X1'X1)_1X1'}’1 Xy,
= (X2,X2)_1X2,YZ = XZ__yZ_

N

.- , X -
-(XR XR) IXR }’RJ R YR

Esto es, B, = X,”y, también.
R
N ~12 , —~ s , , _
(N -2R)6%= ||y —XB| =YY—BXY=Zypy—Zyp X,X,"y,

R
= Z yﬂr(l - Xpo_)Yp'
p=1

Esencialmente estos resultados establecen que &, y ,ép son calculados a
partir de los datos del p-ésimo modelo y que 62 es calculada como una ponderacion

de los estimadores de 42 para cada modelo. Adicionalmente, B84, B, ..., Bz, 6% son

estimadores suficientes.
Para el modelo lineal simple recuérdese que

yi=a+fx;+¢.

16



Donde ¢;,~N(0,02) y son independientes; i = 1,2,...,n, n > 2 (ver Apéndice
B). Con espacio paramétrico Q = {(a,,02)|a € R,B € R,02 > 0}. Esto se puede

escribir como

yl 1 xl 61
x a €
y_ yz ’ X_ ]S-:z )Bz[ﬁ ;6= 52,y=Xﬁ+€.
y‘n 1 xn 61’1
Luego
- n - - n -
1 X1 n in V1 2%’
. 111 b = . 11 1 —
XX=[ ]13 ={n n | XY=[ ]y=2= "
x1x2 "'xn . x1x2 "'xn .
1 x, in inz Yn inyi
Li=1 i=1 - Li=1 .

(X'X)A:( R, ))i/izl - \i
n ?: x;2 — ?: x;)?
1 1 \ ' /

Por lo tanto

5 e 1 i=1 . i=1 | i-
B = (X X) 1Xy = <n2?=1(xi _ 9?)2) = n (

Observandose que si
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Entonces se tiene que

n n
nz(xi—f)z = nz(xi—inf+f2)=n<2xi—2fzxi+m?2>
i=1 ' '

n

hX¢

i=1

Similarmente, notando que

n
xi— )y —y) = Z(xiyi —x;y — Xy; + xy)
i=1
n n n
= inYi—J_’z:xi —fzyl+nxy
i=1 i=1 =1
n 1 n n 1 n
- S i) )8
i=1 i=1 i=1
1 n n
2 ()
=1 i=1
n 1 n n
= Z XiVi — n (Z xi) <Z yl)
i=1 i=1 i=1
De donde
n n n
nZ(xi -0 —y) = nzxiYi - <z xi)(
i=1 i=1 i=1
Por lo tanto
o y - px
B=(5)=|2hi-00i -9
?:1(xi - f)z

18



También, para 62 se tiene

(n—2)62= (yy—BXYy)

I
'ﬁ'M:
Juy

i=1(x; — X)?

Vi — (7_[%?,2?:1(& -0, _3_])>i/ 2. . \i
\2)

= " yi—(i—ﬁf)i%—ﬁixi%’
i=1

i=1 i=1

_ i( oy Bl = D=9
2 yi—7 A

Aplicando estos resultados a los R modelos lineales simples se obtiene que
/ Yo — ﬁpfp \

. a _ _

ﬁp - <Bp> - k ?:1 (xip —Xp) (yip _yp)), p= 112’ 'R

p -, 2
Xiny (xip - xp)

~2 _ 5=1(np B 2)6-2p
5=1(np ~2)
Donde
n _ N2
SN (PR e [ )
0'p = p; ~Yp) T _
n,—2 = J Z?gl (xpj —Xp)

Por lo tanto, los estadisticos de prueba de las hipétesis i.- iii. seran una

funcion de estos R + 1 estimadores completos y suficientes. Con tal objetivo en

mente, considere la distribucion de la variable aleatoria Z,, donde Z, = ad + bp
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donde a y b son constantes conocidas a ser especificadas posteriormente.
Recuérdese que B,~N, (BP,GZP(X'X)_l) y notese que Z, = (a, b)B,,, por lo tanto,
o N—17a
Zp~N((a,b)B,02p(a,b)(X X) (b)).

Mas aln,

E(z,) = E((@b)B,)=(ab) (ZZ) = aa, + b,y

Var(Z,) = Var ((a, b)ﬁp) = (a,b)VarB,, (Z) = (a, b)GZ(X,X)_l (Z)

PRERORA
- I

i i=1

I a 1
= *@b)| 7, 5)

\—Z Xip n, / n i (xip B fp)z

i=1

2
o? (az Z?zlxl-pz — 2ab Z?zlxip + bznp) > (axip - b)

2 = 2"
n = n _
nyr, (xl-p - xp) nyr, (xip — xp)

Ahora considérese la variable aleatoria W definida como

=\ 2
§=1(Zp —Z ) dpp

W =
(R —1)52
Donde
n —
. Zp=1Zpdypp qd = np Lily (xip B xp)
- R_ld ’ pp np 2"
p=1"pp ity (axjp - b)

Nétese que
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=\ 2
5=1(Zp _Z) dpp 2
~XR-1,1-

u1=

Donde

R
1 _\2 - p=1Hpdpp
L) -
= p=1%pp

Definiendo u, = (N — 2R) 6% /07,
Up~X—2R-
Mas aun, u, y u,son independientes, por lo tanto
W~Fp_1, N-2R: 2-

Y obsérvese que 4 = 0, si y solo si, u; = p, = -+ = pg. Asi, sustituyendo u,

por aa, + bp,, se tiene el siguiente resultado:

TEOREMA 1.1. Considérense los R modelos lineales simples definidos en la

ecuacion (1). Entonces el estadistico W dado por

. R 2
_ YR i(ad; + bﬁi)diil d
R pp

d

i la&p +bp, —
jj

j=1

(R —1)57?

W =

Es distribuido F(W:R — 1,N — 2R: A) con

R 2

1 *q(aa; + bB;)d;;

1= <ﬁ)2laap+b,8p— F— dyp-
p=1 J=1"7]

Donde
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Tlp _ 2
ny Zj=1 (x]-p - xp)

d - /
P (axl-p - b)

pp

Notese que A = 0 siy solo si aa; + b, = aa, + bf, = -+ = aag + bPp.
Como consecuencia, se tiene el siguiente resultado:

COROLARIO 1. Considérense los R modelos lineales simples definidos en la
ecuacion (1). La prueba de razén de verosimilitud de tamafio a para la hipotesis H,

versus H, es la siguiente: se rechaza H, siy solo si
w = Fa;R—l, N-2R
Donde W es definido en el teorema 1y H, y H, son:
Hy:aaq + bpy = aay, + b, = - = aag + bPy
H,:al menos una igualdad es una desigualdad

Prueba: es inmediata a partir del teorema 1.

A continuacion, se demuestra como este corolario es usado para probar las
hipotesis i.- iii.

TEOREMA 1.2. Considérense los R modelos lineales simples dados en la
ecuacion (1). Las pruebas de hipotesis i.- iii. estan dadas a continuacion:

I. Hy:py =P, == pPg (las lineas son paralelas) versus H,:p; # B; para al
menos una i # j (no todas las R lineas son paralelas). La regla de decision

es: se rechaza H, siy solo si W, > Fy. r_1, y—2r (ver Apéndice C), donde
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A 2
R_llﬁ _ f=1ﬁjbjjl b
_erE |t YR by pp

P (R —1)62 ’
donde,
p
_ 2
bpp = Z (xip — xp) .
i=1
i. Hy:a, =a,=--=ar (las R lineas tienen el mismo intercepto) versus

H,:a; # a; para al menos una i # ;.

R & 2
S _ Xj=1459
i=1 i

(R —1)52 '

R
p=1

WI:

donde,

La prueba de tamafio a de H, versus H, es: se rechaza H, siy solo si W, >

Fa;R—l, N-2R-

il. Hy:aq + B1xg = ay + Paxo = - = ag + frx, (las R lineas se intercectan en
X = x, conocida) versus H,: al menos una igualdad es una desigualdad (las
R lineas no se intercectan en x = x;). La prueba de tamafio « para H, versus

H, es: se rechaza H, siy solo si W, > F,.p_1 n_3r, dOnde

N 2
. oA YR (@ + Bixo)cu
p=1|@p + Bpxo —= T
W = j=1Cjj

0 (R —-1)62 ’

pp
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donde

Tlp — 2
. np X, (xip - xp)

P p \2
Zj:l (ij - XO)

Prueba: esta es inmediata a partir del corolario 1 para probar si las R lineas
son paralelas. Definaa = 0y b = 1, para probar que las R lineas se intercectan en
X = x,, defina a =0 y b = x,,; finalmente, para probar que las R lineas tienen el

mismo intercepto, tome a = 0y b = 0, probando asi los tres resultados deseados.

Prueba para la Igualdad de un Conjunto de Modelos Lineales
En esta seccion es derivado el estadistico de prueba para probar la hipotesis

de que R modelos lineales generales son iguales.

TEOREMA 1.3. Sean y,=X,B,+¢&,p=12,..,R,R modelos lineales
generales tales que X, € R"*P, g, € R" son vectores aleatorios tales que

£,~Ny, (0,0%I). Una prueba de tamafio a para la hipétesis
Ho:By =B2 == PBr
versus
H,:al menos una igualdad no se cumple.
Esta dada por:

Se rechaza H, siy solosi W > F, (R-1),, N-R, (ver Apéndice C), donde



W= <25=1 Yo (X, X, )y, - (ZR4 }’i'Xi)(Z§=1Xp’Xp_)_l(ZleX,'y])) ( N —Rp )
Y Yo Vo= 2Ry, (XX, )y, (R-1Dp/)

Prueba. Considere las siguientes matrices y vectores particionados

Y1 X, 0 0 B4 &
£
v= "2, x=|° % = O p=|P|  E=|%|

€r

YR 0 0 - Xp Br
Dado que los vectores ¢, se distribuyen independientemente normales, se
tiene que E~Ny(0,0%I). Ademas X € RN *RP Y € RN y B € RRP. Se puede escribir
el modelo lineal de la siguiente manera:

Y=XB+E ,E~Ny(0,02I). (1)

El cual es equivalente a los N modelos lineales

Yi=X.B1+¢&
Y2 =X3B,+ &,

Yr = XgPBr + &.

Por lo tanto, se desea probar la hipotesis Hy: B, = B, = - = B en el modelo
lineal general definido en la ecuacion (1). Por lo tanto, se puede aplicar la razon de
verosimilitud generalizada, con tal propdsito es necesario determinar 6 y 62 para

el modelo (1), luego

-
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Bajo el modelo completo se tiene que XXB =X, por lo tanto B =

(X'X)7'XY. Luego, nétese que

X, X, 0 0
_ 0 X2 XZ... 9
6 0 ”'XR’XR
Luego
‘o1 0 . 0
X X
- [( 1) (x,x,) " 0 ]
xx) =| 9 2772 L
- 0 (XpXz) ]
También
X, 0 0[] [Xn]
(‘) 0 '.‘XR, yR |_XR.,yRJ
De donde
B
= |12
Br
(Xl'Xl) ! ,0 . 0 fX1:y11
= 0 (Xz Xz) 0 !XZ.yZ !
6 0 '"(XR,XR)AJ[XR'yRJ
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_(X1’X1)_1X1’3’1
= (lexz)_lle)’Z
_(XR,XR)_lxRIYRJ

'X1:}’1
Xy, _

Xz Yr
Entonces, obsérvese que ﬁp es el mismo obtenido desde el p-ésimo modelo

lineal general y, = X,B, + £,,p = 1,2,...,R. Ademas, obsérvese que

Asi, se tiene la siguiente expresion para 63

R R
Nag = B = Y= XBI" =YY -BXY =D v, %~ ) %, %X,
p=1 p=1

R
= z Yo (I, = X,X,7) v,

p=1
Ahora, el modelo reducido por la hipétesis Hy: B, =B, = =Br =6 ERP Yy

se escribe como

Y =XV + E.

Donde
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N

G

81
V= € REP,
e
Asi se tiene que

R

= min(||E||?) = min(EE) = min Z £, &,
p=1

[ R
= min| > (5, - X,8) (¥, - X,)
[p=1

R
= min Z(yp'yp -y, X,6—-6X,y,+68X,X,6)
b=

R

[ R R
= min Z Y, ¥, —2 Z ¥, X,6+ 6 Z(Xp'xp)s
[ p=1 p=1

p=1

Diferenciando, se tiene que

R R R
Go= —2 ZYp'Xp ds +ds Z(Xp’xp)s T S'Z(Xp,xp) do
p=1 p=1 p=1

R R
= —2( > y,X, |ds+2( 8 ) (x,%,) |ds.
p=1 p=1
Por lo tanto
NOG2

R , R ,
o5 = 2 Zypxp +2 SZ(Xpo) :
p=1 p=1
Igualando a cero y denotando la solucién como &
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p=1 p=1
Por lo tanto,
R 1 /g
= Z(Xp X,) ZXP Yo (4)
p=1 p=1

Veamos que N&2 tiene un minimo en la ecuacion (4). Para ello, de la

ecuacion (3) se tiene que
R
d*NGG = 248 | ) (X,X,) |ds.

p=1

De donde la matriz hessiana esta dada por

NO2GE X
2 :
305~ 2 El(xp X,).
p:

Luego, nétese que r(X,) = r(X, X,) = p ademas, X, X, € RP 7.
Es decir X, X, > 0 para todo p = 1,2, ..., R y, por lo tanto,

R

Nazﬁ‘?’—zgx'x >0

0808 IPP '
p:

De donde se concluye que N&2 tiene su minimo en &, dado en la ecuacion

(4). Sustituyendo este Gltimo en N2, ecuacion (2), se obtiene que
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p=1 p=1 p=1 p=1
R R R 1 /R
= zyp Yp zy/)/xp ZXp X, zxp Yo
p=1 p=1 p=1 p=1
De donde se obtiene que
R R R 1/ R R
N&f):Zypyp Zyp,xp ZXpo ZXpyp —Zprp
p=1 p=1 p=1 p=1 p=1

Por lo tanto

_ ~2 _ =2
=1 (5"

, _ , , -1 ,
( N —Rp ) Yh=1Yp XoXo ¥y = (X5=19, X,) (Z5-1X, X,) (Z5=1X, 7))
(R - l)p Z§=1 }'p,yp - Zg=1 yp,Xpo_yp

Finalmente, obsérvese que
W~F(R—1)p, N-Rp, A

donde
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R R R
1 , ~ . , ,
A= (Tﬂ) zﬁp X, X, Bp— Zﬁp X, Xp ZXP X, ZXP X,B)
p=1 p=1

Con lo cual el teorema esta demostrado.

Aplicacién

La prueba de igualdad de modelos es aplicada en el siguiente experimento
agricola donde se estimaron las curvas de crecimiento poblacional de tres plagas
del suelo en el cultivo del maiz en el Bajio de Guanajuato, con el proposito de

eficientar su manejo integrado en esta region.

La intencion del estudio es aportar informacion sobre las densidades
poblacionales de D. undecimpunctata, D. balteata y D. virgifera, que pueda ser
considerada para generar mejores sistemas de manejo y control integrado de estas

especies en el cultivo de maiz en Irapuato, Guanajuato, México.
Los objetivos planteados en la investigacion son:

(1) Proponer para las tres especies de Diabrotica, formas funcionales
iguales para los modelos de curvas de crecimiento poblacional,

(2) Estimar estas curvas de crecimiento poblacional mediante técnicas
de regresion;

(3) Comparar las curvas de crecimiento que modelan la densidad
poblacional de los adultos de las tres especies bajo estudio en
funcidon de las variables climaticas de temperatura y precipitacion

con registros del promedio de diez afios;y
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(4) Estimar los valores de la temperatura y la precipitacion para los
cuales se presenta la maxima poblacion de individuos adultos para

cada una de las tres especies de coleopteros.

Se calculé el promedio mensual de los individuos adultos de las tres especies
y se tomaron como variables dependientes (Y), y como variables independientes la
temperatura mensual promedio (x;) y el promedio mensual de precipitacion pluvial

acumulada (x,) de 1993 a 2002.

Se estim6é el mejor modelo de regresién para cada una de las especies
(variable dependiente Y). En este sentido, se consideraron los valores de la prueba
de F de los andlisis de la varianza de las regresiones y los coeficientes de
determinacién parciales (R?) como criterios de seleccion, ésto elaborado en el
paquete SAS version 9.0. Una vez determinado este proceso, se obtuvo el siguiente

polinomio de tercer grado:
Y= By +Bixy + Boxy + Baxs® + Baxy® + Bsxix, + Pexixy?
donde
x, = Temperatura promedio mensual.
x, = Precipitacion pluvial promedio mensual.

Se procedid a estimar los tres polinomios para las curvas de crecimiento
poblacional para la cantidad de adultos de las tres especies de Diabrotica (Y) en
funcion de los promedios mensuales de temperatura (x,) y precipitacion pluvial

acumulada (x,) durante diez afos.
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y; = —102.8966 4+ 17.5947x, — 7.4358x, — 0.6973x,2 + 0.0886x,2 + 0.4687x,x,
- O.OO49X1X22

y, = —111.9586 + 15.5984x, — 4.6132x, — 0.5420x,% + 0.0715x,% + 0.3136x, X,
- 0.0040x1x22

y5 = —3.5830 + 0.5435x, — 0.1434x, — 0.0197x,2 + 0.0016x,2 + 0.0090x, x,
—0.000091x, x,2

donde

y; = Valor numérico estimado de adultos de la especie Diabrotica

undecimpunctata.
y, = Valor numérico estimado de adultos de la especie Diabrotica balteata.
ys = Valor numérico estimado de adultos de la especie Diabrotica virgifera.

Luego, se realiz6é la comparacion entre si de las tres curvas de crecimiento
poblacionales con forma funcional de polinomios de tercer grado, es decir, la misma

forma funcional, las cuales se muestran en las Figuras 3,4 y 5.

En estas gréficas de curvas de crecimiento estimadas se pueden observar
los nimeros maximos de adultos de cada especie, para cada correspondiente

punto critico de temperatura y precipitacion.

Y finalmente, mediante técnicas estandar de programacion matematica
aplicando un método cuasi-Newton, se determinaron los puntos criticos de
temperatura y precipitacion (x;,x,) para cada curva de crecimiento, que
permitieron estimar el nimero maximo de individuos de cada especie a través de
la subrutina niminb del software estadistico R, la cual permite optimizar funciones

de varias variables sin restricciones o con restricciones tipo caja, (ver Apéndice D).
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Curva de crecimiento estimada para (Diabrotica
undecimpunctata)

W -150--100 m -100--50 m-50-0 0-50 m50-100 m100-150
W 150-200 m200-250 m250-300 m300-350 m350-400 m400-450

m-150--100 m -100--50 ®-50-0 0-50 m50-100 m100-150
W 150-200 m200-250 m250-300 m300-350 m350-400 m400-450

Gréfica 1. Curva de crecimiento estimada para Diabrotica undecimpunctata.
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Curva de crecimiento estimada para (Diabrotica balteata)

400
350
300
250
200
Y 150
100

T

B -100--50 m-50-0 m 0-50 = 50-100 m 100-150 m 150-200 m 200-250 m 250-300 m 300-350 m 350-400

T

H-100-0 ®0-100 = 100-200 200-300 = 300-400

Grafica 2. Curva de crecimiento estimada para Diabrotica balteata.
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Curva de crecimiento estimada para (Diabrotica virgifera)

T

m-3-2 m-2--1 W-1-0 w0-1 m1-2 W23 W34 W45 W56 mM6-7 WM7-8

T

W-4--2 m-2-0 W0-2 W2-4 m4-6 mM6-8

Gréfica 3. Curva de crecimiento estimada para Diabrotica virgifera.

36



En los Cuadros 1, 2 y 3 se presentan los resultados obtenidos de los analisis
de varianza para cada una de las poblaciones de Diabrotica estudiadas. El Cuadro

4 muestra un resumen de los resultados obtenidos.

Para la comparacion de los modelos entre si, se utilizé la prueba de

hipotesis, de acuerdo con lo visto en el Teorema 1.3 de este capitulo,
Ho:By = B2 == PBr
versus
H,:al menos una igualdad no se cumple.
Esta dada por:

Se rechaza H, siy s6losi W > F, (R-1)p, N-R,"

El valor del estadistico de prueba se obtuvo de la siguiente manera:

, _ . , -1 ,
( N —Rp ) b=1Yo XX, Vo — (515, X,)(Z5-1 X, X,)  (Bh-1X,5,)
(R - 1),0 Z§=1 yp’yp - Z§=1 Yp Xpo_yp

B (18) (15532.51 — 10068.46)
~ \14/\15906..4 — 15532.51

_ (18) (5464.05)
— \14/\373.891
= 1.07143 * 15505.58

= 16613.12
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Cuadro 1. Analisis de varianza de Diabrotica undecimpunctata en términos de

temperatura (x,) y precipitacion (x,)

Fuente DF Sumade cuadrados Cuadrado dela media F-Valor Pr>F

Modelo 6 5481.364194 913.560699 17.19 0.0034
Error 5 265.724973 53.144995
Total 11 5747.089167
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Cuadro 2. Analisis de varianza de Diabrotica balteata en términos de temperatura

(x4) y precipitacion (x,)

Fuente DF Sumade cuadrados Cuadrado dela media F-Valor Pr>F

Modelo 6 5258.695546 876.449258 40.58 0.0004
Error 5 107.993621 21.598724
Total 11 5366.689167
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Cuadro 3. Andlisis de varianza de Diabrotica virgifera en términos de temperatura

(x4) y precipitacion (x,)

Fuente DF Sumade cuadrados Cuadrado dela media F-Valor Pr>F

Modelo 6 1.52425264 0.25404211 7.37 0.0223
Error 5 0.17241402 0.03448280
Total 11 1.69666667
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Cuadro 4. Valores de la prueba de F, probabilidad P y coeficientes de determinacion
parciales R?

Modelo Valor de F Probabilidad P Coeficientes de determinacién R?

Y, 40.58 0.0004 0.9798
Y, 17.19 0.0034 0.9537
Y; 7.37 0.0223 0.8983
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Dado que el valor del estadistico fue de W = 16613.12 con probabilidad P = 0**,
podemos concluir que las curvas de crecimiento polinGmicas poblacionales de las

tres especies de Diabrotica son diferentes.

Al rechazar la prueba de igualdad de las tres curvas de crecimiento, se
concluye que los sistemas de manejo mas eficientes para estas plagas en el cultivo
de maiz en Guanajuato, deben realizarse en diferente época (primavera, verano,
otofio e invierno), considerando las condiciones de temperatura y precipitacion bajo
las cuales se presenta el maximo numero de individuos adultos de cada una de las
tres especies, ya que estas curvas de crecimiento, permiten estimar con buena
precision, el namero de individuos adultos que se pueden presentar bajo ciertas

condiciones de temperatura y precipitacion.

El Cuadro 5 muestra los puntos criticos encontrados (x, x,), que establecen
las condiciones climatol6gicas de temperatura y precipitacion bajo las cuales se
presenta la maxima densidad poblacional de adultos para cada una de las especies

de Diabrotica estudiadas.

Los resultados obtenidos en esta investigacion nos ayudan a comprender el
crecimiento de las poblaciones de las tres especies de Diabrotica. Las diferencias
entre especies nos ayudan al manejo integrado de estas plagas, la disminucion en
las pérdidas de los cultivos, la correcta absorciéon de nutrientes y la toma de
decisiones. Por ello, es esencial que un modelo, lo més correctamente posible,

describa lo que naturalmente esta ocurriendo.
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Cuadro 5. Puntos criticos de temperatura y precipitacion (x,,x,) y valores maximos

del nimero de adultos de tres especies de Diabrotica (Y)

Especie Temperatura Precipitacion Numero de
(T) (PP) adultos (Y)
Diabrotica 14.0562 4.5000 3.2123
undecimpunctata
Diabrotica balteata 13.7000 168.0000 396.5033
Diabrotica virgifera 14.7020 4.5000 0.0837
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Cabe resaltar que en lugar de comparar las medias (en diferentes tiempos
o las medias de medidas repetidas), se procedié a comparar entre si, los modelos

polinébmicos de las curvas de crecimiento poblacionales.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
La prueba estadistica para la hipotesis de igualdad de R modelos lineales o
linealizables aplica cuando el interés sea la comparacion de modelos en todo el
recorrido de las variables independientes, en vez de la comparacién de medias y/o

varianzas, ya sean independientes o medidas repetidas.

Adicionalmente se tiene la ventaja de evaluar las tendencias, realizar
predicciones para un punto dado y ademas se tiene la posibilidad de estimar los
puntos criticos de las variables independientes en los cuales, las variables

dependientes alcanzan su éptimo.

La solucion propuesta para la prueba de igualdad de modelos puede ser
generalizada al caso multivariado. Para tal objetivo se requerird hacer un analisis
similar al presentado en el trabajo, pero en tal caso, basado en la teoria del modelo

lineal general multivariado y extender el teorema 1.3.

Otra posible generalizacion de interés es considerar que los modelos no son
linealizables, en cuyo caso sera necesario apoyarse en las técnicas de regresion

no lineal univariadas o multivariadas, segun el caso.
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APENDICE A

Elementos del Algebra de Matrices

El concepto de matriz nos permite multiples aplicaciones como lo son la
manipulacién, representacion de datos y calculo numérico y simbdélico que se deriva
de modelos matematicos, los cuales son utilizados para resolver problemas en

diferentes areas del conocimiento.

Notacion: en general las matrices seran denotadas con letras mayusculas

A,B,C,..., si A es una matriz, su componente (i,j) es 4;; o a;;, asi,
Si A consta de m filas y n columnas, 4 sera denotada como 4 € R™* ™,
SiA e R™*", A se escribe por filas y columnas como
Ay Aw ER"
_[42 | =
A=|"@ | = (A, 4, .., Ap),
La transpuesta de una matriz A, se denotara por A’y
(A )ij = Ai]"
SiA € R™*™ entonces A € R X ™,

I,, denotara la matriz identidad, I,, € R™ * " cuando el contexto lo permita, se

denotara por I. Similarmente 1,, denotara un vector de unos, 1, € R"**1 = R".
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Para toda matriz A € R¥*¥, |A| o det (A) denotara el determinante de la

matriz A.

Si A es una matriz cuadrada no singular (|A| # 0),A~! denota la inversa de

Una matriz diagonal se denotara por D o diag (d;) o diag (d,,d,, ...,d,) y €s

talque d;; = 0sii #j.

Propiedades de la transpuestay la inversa.
La transpuesta de una matriz es aquella obtenida mediante el intercambio de
filas y columnas; la inversa de una matriz, es aquella cuyo valor multiplicado por la

matriz original, nos da la matriz identidad.

TEOREMA A.1.Si A € R *™ tiene inversa, entonces A~! es Gnica. Mas aun,

AH1=A4.

TEOREMA A.2. Para matrices A, B € R"*™, AB es no singular si y solo si A

y B son no singulares, mas atn (AB)"! =B"147L
TEOREMA A.3. Si k es un escalar, k € Ry A es no singular, entonces kA es

no singularsik # 0y (kA)™! = %A‘l.

TEOREMA A.4. Sean A y B matrices del mismo orden y a,b escalares,

entonces:

i. (ad) =ad.

i. (aA+bB) =ad +DbB.
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TEOREMA A.5. Suponga que el producto AB esta definido, luego:
i. (AB) =BA.

i. (4)=a

iii. Si A esno singular, entonces (4)" = (47Y).

DEFINICION A.1. (Matriz simétrica). Sea A € R"*" tal que 4 = A. Se dice

gue A es una matriz simétrica.

TEOREMA A.6. Sea A € R™*" cualquier matriz, entonces A4 y AA" son

matrices simétricas.

TEOREMA A.7.

i. Para toda matriz cuadrada A, sea c;; el cofactor del elemento a;;,

entonces:
n

n
|A| =Zaijcij=2aijcij, AEiR”X".
j=1

i=1
i. |4l =]A"| =147
iii. Para matrices cuadradas 4,B € R"*"
|AB| = |A||B].

DEFINICION A.2. (Rango). El rango de una matriz A,r(A), es el nimero de
filas o columnas linealmente independientes. Equivalentemente, el rango de 4 es la
dimension de la submatriz de A de mayor orden, tal que |4;| # 0, donde A, es tal

submatriz. Mas aun, se dice que A € R™*" es de rango completo Si
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r(A) = min [m,n].

TEOREMA A.8. Sea C cualquier matrizy A, B matrices de 6rdenes adecuados

no singulares, entonces las siguientes matrices tienen el mismo rango
C,C',AC,CB.

TEOREMA A.9. Sean Ay B matrices tales que el producto AB esta definido,

entonces
r(AB) < [r(A),r(B)].

Formas cuadréticas.

Una forma cuadratica es una aplicacion que a cada vector le hace
corresponder un nimero real de un polinomio; A € R™ *™ es la matriz de la forma
cuadrética y ésta es una matriz simeétrica cuyos elementos de la diagonal principal
son los coeficientes de los términos cuadraticos de la expresion polindmica, y los
restantes elementos de la matriz son la mitad de los coeficientes de los términos no

cuadraticos de dicha expresion (Sin-nombre, 2018)

DEFINICION A.3. (Formas cuadréticas). Sea x € R" una funcion f: R" - R

tal que

n
fx) = z ajXxiXxj,
ij=1

se llama la forma cuadratica.

Observe que si A = (aij),f(x) se puede reescribir como
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f(x) = x'Ax,
donde A4 es llamada matriz de la forma cuadratica. AUn mas, note que
f(x) =xAx = (x'Ax)/ =xAx.

Pero note que si A no es simétrico, entonces

xAx+xAx . [A+ A
fX)=———F—=x

= x Bx.
2 )xxx

En donde B = (%) es tal que B = B. Esto es, la matriz de una forma

cuadratica f, siempre se puede seleccionar simétrica.

DEFINICION A.4. (Matrices congruentes). Dos matrices A y B son

congruentes siy sélo si existe una matriz no singular C, tal que B = C AC.

TEOREMA A.10. Si Ay B son congruentes y A es simétrica, entonces B es

simétrica.
TEOREMA A.1 1. Si Ay B son matrices congruentes, r(4) = r(B).

DEFINICION A.5. (Matriz ortogonal). Sea P € R™*" se dice que P es una

matriz ortogonal siy sélo si P~ = P".

Algunas de las propiedades de las matrices ortogonales son resumidas a

continuacion.
TEOREMA A.12. Sea P una matriz ortogonal P = (P4, P,, ..., P,,) entonces

i. PP=PP =1,.
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i. ||P;]|>=1,donde ||P;||? = P; P;.
ii. P,P;=0paratodoi#j, i,j=1.2,..,n

iv. Paratodad € R"*", |PAP| = |P'AP| = |A|.

Eigenvalores y eigenvectores.
(Alternativamente: eigenvalor= valor propio= valor caracteristico= raiz
caracteristica= valor latente, etc., similarmente para eigenvector= vector propio,

etc.)

Todo vector distinto de cero que satisfaga al sistema de ecuaciones lineales
de la forma Ax = Ax, es un vector propio de A, asociado con el valor propio de 4; de
manera similar, los vectores propios se llaman vectores caracteristicos (Kolman &

Hill, 2006).

Considere la matriz A € R™"* ™, se esté interesado en resolver el sistema de

ecuaciones lineales de la forma
Ax = Ax, A es un escalar.

DEFINICION A.6. (Eigenvalor y eigenvector). Sea A € R™*"™ un eigenvalor

de A es el Gnico numero A tal que
Ax = Ax.

El vector x # 0 correspondiente, se conoce como eigenvector del eigenvalor

TEOREMA A.13. Sea 4 € R"*™. 1 es un eigenvalor de A si y solo si P(1) =
|A — AL,| es tal que P(1) = 0.
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En el teorema 13 P(1) = |A — AI,,| es llamado polinomio caracteristico de A

y P(1) = 0, ecuacion caracteristica.

Vi.

Vil.

Algunas propiedades de los eigenvalores son resumidas a continuacion.
TEOREMA A.14.

Sea A € R"* "™, A tiene al menos un eigenvalor cero siy solo si 4 es singular.
Sea A € R**™ y C cualquier matriz € € R™*™ no singular, entonces las
matrices 4,C~1AC, CAC™! todas tienen los mismos eigenvalores.

A y A tienen los mismos eigenvalores, aunque no necesariamente los

mismos eigenvectores.

. Si A es un eigenvalor de A € R™"*™ y si x es el correspondiente eigenvector

del eigenvalor A, entonces A* es un eigenvalor de A* y x es un eigenvector
de A* correspondiente a A*.

Si 1 es un eigenvalor de 4, 171 es un eigenvalor de A7 1.

Si los eigenvalores de una matriz A € R™*™ son reales y distintos, entonces
existe una matriz Q no singular tal que Q"1AQ = D, D es una matriz diagonal.
Sea A=A € R"*", y ademas, sean 1, y 1, eigenvalores de A y xq,x,
eigenvectores de A, correspondientes a A, y 4,, respectivamente. Si 4; # 4,

entonces x; y x, son ortogonales.

vii.Sea A=A € R"*" entonces existe P ortogonal, tal que P AP =

D =diag(14,4,, ..., 4,,), 4; son los eigenvalores de A.
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Matrices particionadas.

La particion de una matriz es cuando se le divide en submatrices, utilizando
lineas horizontales o verticales, éstas pueden particionarse en mas de dos matrices
y pueden ser operadas de acuerdo con las reglas generales de la operatoria de

matrices.
Suponga que B € R™"*" | esto se puede escribir de la siguiente manera

(311 B12) m
B = BZl BZZ Tl—m
m n

TEOREMA A.15.
i. Suponga que |B,| # 0, entonces

|B| = |311||Bzz - 321311_1312| = |BllllBZZ-1|: Bjyq = By, — 321311_1312-
ii. Similarmente si |B,,| # 0

|B| = |Bzz||B11 - B1szz_1321| = |B33||B112|, By12 = B1g — B12322_1321-

ji. SiIAe R*"*™y B e R™*"entonces |I,, — BA| = |I,,, — AB|.
iv. Si B es no singulary B, y B,, también son no singulares, entonces si 4 =
B—l

A= < Bii, _BI113123521-1>
—B3;B;Bii, B34

Matrices no negativas.

Una matriz es no negativa cuando todos sus elementos son positivos o nulos.

DEFINICION A.7. (Matrices no negativas). Sea A = A" € ®" X", entonces:
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A es no negativa siy s6lo si x Ax > 0 para todo x € R".

A es definida positiva, escribiendo 4 > 0, si y s6lo si x Ax > 0 para todo x €
R".

A es semidefinida positiva, denotando A4 >0 si y sélo si x Ax > 0 para

todo x € R™ con la igualdad para algun x # 0.
Algunas de las propiedades de las matrices no negativas son:

TEOREMA A.16.
Sea P una matriz no singular, entonces:

a. A>0siysolosiP AP > 0.

b. A>0siysolosi P AP > 0.
A >0 si y sblo si todos sus eigenvalores, digamos A;,i = 1,2,...,n, son
positivos. A > 0 si y solo si todos sus eigenvalores A; son no negativos y al
menos un eigenvalor es cero.
Sea C € R™"* ", entonces:

a. CC es una matriz no negativa de orden n x n.

b. €'C es una matriz no negativa de orden k x k.

c. Sir(C) =n, entonces CC > 0y si r(C) < n, entonces CC > 0.

d. Sir(C) =k, entonces €CC > 0y sir(C) <k, entonces C € > 0.

iv. SiA=A €R"*", existe Ce R"*™talque A= C € = (CC).
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Inversa generalizada o inversa de Moore-Penrose.

Esta se refiere al ajuste optimo de un sistema de ecuaciones lineales que no

posee solucién Unica, y las inversas generalizadas nos permiten caracterizar

soluciones aproximadas.

DEFINICION A.8. (Inversa de Moore-Penrose). Si 4 € R™*™", entonces

existe A~ Unica matriz, A~ € ®™*™ tal que

Vi.

(AA7) = (AA7),
AA=(A"A),
ii. AA"A=A4,
.ATAA" =4,

A continuacién se resumen algunas de sus propiedades.
TEOREMA A.17.

Para toda matriz 4,(A")"=AyA~ =(A7).

r(A)=r(AA7)=r(A"4A) =r(47).

i. SiIA=A4",entonces 4™ = (47).

.SiA=A = A? entonces A~ = A.

Las siguientes matrices son simétricas (A=A4) e idempotentes (4 =
A, A A1 —-A"AAA"yI—AA".

(A4) =AA—=4"4""

vii. Sean A € R"*™y B € R™ X" entonces AB = AA™ siy solo si

a. AB = (AB),
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b.

ABA = A.

Inverso condicional.

DEFINICION A.9. (Inverso condicional). Sea A € R™*™ una matrizy sea A° €

R XM se dice que es un inverso condicional de A siy solo si AAA = A.

Algunas propiedades bésicas del inverso condicional son presentadas en el

siguiente resultado.

TEOREMA A.18.

I. Elinverso de Moore-Penrose es un inverso condicional, pero no viceversa.

ii. SeaX e R™*™tal que r(X) =r > 0, entonces:

a.

b.

r(X¢) = 0.

XX y XX° son idempotentes.

r(X‘X) =r(XX°) =r(X) =r.

XX=1I,sir(X)=n.

XX¢ =1, sir(X)=m.

Sea X € R™"* ", su traza denotada como tr(A4) se define como

n
tr(A) = z a;i,
i=1
luego tr(XX°¢) =tr(X°X) =r.

Si X¢ es un inverso condicional de X, entonces (X¢) es un inverso

condicional de X'.
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h. Sea K=X(XX)'X entonces K es invariante bajo todo inverso
condicional de X X.

i K=X(XX)X =XxXx".

., K=K =K

k. r(K) =tr(K) = r(X).

. KX=X y XK=X.

m. (XX)°X" es un inverso condicional de X y X(X'X)* es un inverso

condicional de X .

Sistema de ecuaciones lineales.
Las matrices nos permiten saber de manera répida, si un sistema de
ecuaciones tiene soluciones y que tipo; un sistema puede no tener solucion, tener

una unica solucién o tener infinitas soluciones.
Sea A € R"*™ y considere el sistema de ecuaciones lineales
Ax =g, xeER™, geR?

El sistema tiene solucién, al menos una si y sélo si g pertenece al espacio

de columnas de A4, g € 2.(A4). Equivalentemente:

TEOREMAA.19. Si A € R™ ™ es no singular, entonces Ax = g tiene solucion

Unica para todo g € R™, mas aln, una solucién Unica esta dada por x = A™1g.

TEOREMA A.20. El sistema de ecuaciones lineales Ax = g tiene solucion (al

menos una) siy solo si

i. rA)=1r(A:g)0AA°g=g0AA g=g.
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ii. Tiene solucién Unica paratodo g € R sir(A) =m, A € R™*",
iii. Si A° es un inverso condicional de A4, toda solucién del sistema se obtiene

variando h, donde h € R™*™ en

xg=A°g+ (I—A°A)h.

iv. Siun sistema de ecuaciones tiene solucion se dice que es consistente y sus
soluciones se obtienen alternativamente como
xo=A"g+{—-A"A)h,

la cual es UnicasiysélosiAA=A"A=1.

Nota: Recuerde que dado un vector, su norma se define y denota como:

Seax e R"
loll = [ + 23+ -+ 53
x|l = Vx'x
es tal que

i. |lx|| =0siysolosix=0.
i [+ yll < x|l + [lyll.

ji. Paraa € R |lax|| = |al|lx||, donde |a| =abs(a).
Por el teorema 16, note que

xAx=xCCx = (Cx) Cx = ||Cx||? A=A =CC.
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APENDICE B

Distribucion Normal Multivariada

Es una generalizacion de la distribucion normal unidimensional a
dimensiones superiores. Los datos multivariados son el resultado de observar un
vector aleatorio cuyos componentes son variables aleatorias definidas sobre el

mismo espacio de probabilidad.

DEFINICION B.1. (Distribucién normal univariada). Se dice que una variable

aleatoria x tiene una distribucion normal si su funcion de densidad esta dada por

n(x:p,02) =

1 1 (x—w?
exp > 0_2

> , x € R, (ver Apéndice A)
2ma?

donde los parametros u y o2 son tales que u € Ry o2 > 0, escribiendo x~N (u, 2).
Algunas de sus propiedades son:

TEOREMA B.1. Suponga que x~N(u, g2), entonces

i.  @,(t) = E(exp(itx)) = exp (itu — %tzaz), i = v/—1 (funcion caracteristica).
i. E(x)=u.

jii. var(x) = 2.

iv. Six;~N(u;0?),i=1,.2,..,nentonces para a; constantes, i = 1,2, ...,n,

n n n
a;x;~N < a; u; ,z ai202>, x; independientes.
=1 i=1

i=1

l
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DEFINICION B.2. (Distribucién normal estandar multivariada). Sea z € %* un
vector aleatorio (ver Apéndice A), se dice que z tiene una distribucion normal

estandar k-dimensional si

I. Zi,Z,,..,Z, son variables aleatorias independientes.

ii. Z;~N(0,1) paratodai=1,2,..., k.

por lo tanto

a. ¢,(t) = E(exp(itx)) = exp (—%Iltllz).
b. n(z:0,1,) = —-exp (= llzIl”).
c. E(z)=0.
d. Cov(z) = I,.
e. Sea I’ cualquier matriz, I' € RP **, y € RP y z~N,(0,1,) y defina x =
I'Z +y, entonces
1°. E(x) =v.

2°. Cov(x) =TT
Ly S IR T
3°. ¢, (t) = E(exp(it'x)) = exp (lt Y —3 ||I‘ t|| )

DEFINICION B.3. (Distribucion normal multivariada). Sea x € RP un vector
aleatorio, x tiene una distribucién normal p-dimensional siy sélo si ueRP y X €
RPXP ¥ >0, son tales que

L1,
@, (t) = exp (lt u— Et Zt),
escribiendo x~N,(u, £), mas aun, si £ > 0, entonces
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1 ,
nl;wx) = exp <—§ (x—p E‘l(x—u)>,

2m)"/2|z| /2
yE(x) =puy Cov(x) = X.
TEOREMA B.2. Suponga que x~N, (u, £) entonces
i. Paracualquier b € "y A € R**P
y = Ax + b~N,(Ap + b,AZA)).

ii. Considere las siguientes particiones

) X\P1
_ (H1\P1Xq _ (*1\P1%1 _ ( 1 12) _
r= (ﬂz)szl = (xz)P2x1 y r= zpzll 2;)222 P2 P1tp2 =p.

Entonces x;~N,, (u;, Z;;), i = 1,2,...,n

iii. x,y x, son independientes siy sélo si Z;, = Cov(x;,x;) = 0.

V. x; /x; = Co~Ny, (ﬂi —Z525 (M - Cz)lzn-z), donde

T2 =211 — 212200 2oy, X,,>0.
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Distribucion de Formas Cuadraticas
En esta seccion se exponen brevemente algunas distribuciones relacionadas

con la distribuciéon normal multivariada y las formas cuadraticas.

Distribucion Ji-Cuadrada.

La distribucion Ji-cuadrada es una distribucion continua que se especifica por
los grados de libertad y el parametro de no centralidad. La distribucion es
positivamente asimétrica, pero la asimetria disminuye al aumentar los grados de

libertad (Soporte de Minitab 18, 2018)

DEFINICION B.4. (Distribucion Ji-Cuadrada). Y tiene una distribucion y?2(Ji-

Cuadrada) con n grados de libertad, escribiendo Y~ x2 si su densidad es

1 1
fr() =W[n/2]e><p <—§ y)yz , y>0.

Tal densidad se denotara como y2(Y;n).
Algunas de sus propiedades son

TEOREMA B.3. Asuma que Y ~y2, entonces

i @, ) =Q1-2it)"2
i. E(Y)=n.
jii. Var(Y) = 2n.

iv. Si Wi~x4,i=1,2,..,r independientes,

T
2

z Wi~ Xzir=1ni'

i=1
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v. Suponga que z~N,(0,I) entonces
k
22 = llzI? = ) 7 ~p
i=1

Distribucién Ji-Cuadrada no centrada.

Suponga que y~N,(u, I), se esta interesado en la distribucion de la forma

cuadratica

n
yy =yl =) %2,
i=1

tal distribucion es llamada distribucion Ji-Cuadrada no centrada.

TEOREMA B.4. Suponga que y~N,(u,1,,) y defina V = ||y||?> = y'y entonces

i N — 2itA 1 1 -
i y(t) = (1—2it)"/2 exp ((1—l;it))’/1 =-lpli? =spp

ii. Su funcién de densidad esta dada por

(0]

—2) A*
fr(w) = Z—eXp(k, ) x?(wn+2k), v>0
k=0 '
Donde yZ(n + 2k) es la densidad de v~yZ, ,,.
i. E(V)=n+ 2A

iv. Var(V) = 2(n + 42).

Asi, la distribucion de V = y'y = ||y||? es llamada distribucion Ji-Cuadrada no
centrada con n grados de libertad y parametro de no centralidad A, denotando este

hecho como
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2
VNXTI,A'
Bajo condiciones mas generales se tienen los siguientes resultados.

TEOREMA B.5. Suponga que y~N,(u,I) y sea u = y Ay, entonces

, 1.
U~ XA = e Ap,

siy sélo si A = A%(es idempotente) (ver Apéndice A).
Ademas,

TEOREMA B.6. Sea X > 0 y suponga que y~N,(u, %) ademas, defina u =

y Ay, entonces u tiene una distribucién Ji-Cuadrada no centrada, uNXrZ(A),/I'A =
%u'Au siy sélo si X2 es un inverso condicional de A, es decir, si AZA = A.
Finalmente

TEOREMA B.7. Suponga que y es un vector aleatorio tal que E(y) = uy Cov(y) =

Y, entonces
E(yAy)=trAZ+p Ay, A=0.

Independencia de formas lineales y cuadréticas.
Asuma que y~N, (1, Z) y se tienen las formas cuadraticas y Ay y y By (0 la

forma lineal By) se esta interesado en saber cuando éstas son independientes.

TEOREMA B.8. Suponga que y~N,(u,2) y sean AeR"*"A>0y Be€

RP X" si BXA = 0, entonces By y y Ay son independientes.

Similarmente
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TEOREMA B.9. Asuma que y~N,,(u,Z)ysean A>0yB >0, A,B € R"*",

entonces si BEA = 0, y Ay y y By son independientes (ver Apéndice A).

Distribucion F no centrada.
Recuerde que si u; y u, son variables aleatorias independientes tales que

Uy ~xn, Y Uz~Xn, la variable definida como

Uq

n, MNyu
W=u_=__’

22 nyuy

n;

se dice que se tiene una distribucién F y se denotara escribiendo W~F, , Yy su

correspondiente densidad por F(W; n,,n,), mas aun

F[(Tll + nz)/Z] <n1)n1/2 W(nl_z)/z

FWiny,m,) = I'[n,/2]T[n,/2] (1 4 (ny/ny)W)matn)/2!

n,

donde W >0, ny,n, €N,

i. EW)=-—"2n,>2,

TLZ—Z g

2n3(nq+n,-2)
ny(ny—2)2(ny—4)

ii. Var(W) = ,Ny, > 4.

Anélogamente se estd interesado en la distribucién de W cuando u;~x;. ;,

en cuyo caso se dice que W tiene una distribucién F no centrada con n, y n, grados

de libertad y pardmetro de no centralidad A, escribiendo
WNFnl,nz,/'l'

y su correspondiente densidad sera denotada como F(W;nq,n,,1).
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TEOREMA B.10. SiW~F, , ; entonces

0]

F(W, nl,nz,l) = Z

k=0

exp(—21) Ak n,
= T OF(s 2 =
ol (s;nq + 2k,n,), s n1+2kW'

W > 0.

Nota: Observe que cuando A = 0, la densidad F no centrada se reduce a la

densidad F centrada, esto es
F(W;nq,n,,0) = F(W;nqy,n,).
Finalmente observe que cuando W~F,,_ , ;

n,(n; + 1)

W = -2y

n, > 2,

Var(W) = 2 <ﬁ)2 l(n1 + )%+ (ny +41)(n, — 2) n, >4

n, (n, — 2)2(ny — 4) ’
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APENDICE C
Modelo Lineal General
DEFINICION C.1. (Modelo lineal general). Sea y € R™ un vector aleatorio;
sean ademas X € R™ %P, una matriz constante; B € RP vector fijo pero desconocido

y € € R™ un vector aleatorio no observable, finalmente suponga que
y=Xp+e¢

La relacion anterior define un modelo lineal general, donde se supone que

E(g) = 0 y la matriz de covarianzas es X, Cov(y) = X.
Nota: este modelo contiene muchos casos especiales dependiendo de:

(1) Ladistribucién de e,
(2) Laestructura de la matriz de varianzas y covarianzas X, y

(3) Elrangoy la estructura de X.

Para especificas condiciones (1)-(3), este modelo contiene como casos

particulares los siguientes modelos:

a) Modelo lineal general (x fija observable),

b) Modelo de regresion lineal (y; x aleatorios con f (x4, x5, ..., X)),

c) Modelos lineales y de regresion linealizables,

d) Modelos de regresion de efectos mixtos (B; aleatorios y/o fijos
independientes de &),

e) Modelos de regresion estocastica (x; aleatoria independiente de &),
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f) Modelos de regresion con errores en las variables (x;;’s, y;;'s; no observables

aleatorios 0 no),
g) Modelos de disefio (modelo cualitativo),

h) Modelos de componentes de varianza (modelo cualitativo).

Incluso los modelos de series de tiempo pueden ser establecidos con la forma

de un modelo lineal general.

Si en el modelo anterior r(X) = p, éste es llamado modelo lineal general de

rango completo, hecho que sera asumido en esta seccion.
En relacion a la distribucién del vector aleatorio &, hay dos posibilidades.
Caso I. e~N,(0,52I) o equivalentemente y~N,, (XB,c2I) (ver Apéndice B).

Caso Il. E(g) = 0y Cov(e) = oI, equivalentemente, el espacio paramétrico

esta definido como

Caso |.
Estimacion de gy o2.

Aplicando el método de verosimilitud maxima, se tiene que y~N, (XB,c2L,),

luego la funcién de verosimilitud esta dada como:

1
£(8,0%) = 2no?) V2 exp (~ 3 lly - XBIP),
aplicando logaritmos se tiene:
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L(B,0%y) =log L(B,o%y),

n
2

n

logo? —
ogo >

1
LB, o%y)=— log 2m —ﬁlly—XBIIZ,

sacando el diferencial se obtiene

n (=1D(e?)? 1
Sz do? = ————da’lly - XBI* - —dlly - XBII*

Note que

dlly — XBII*

= d(yy—-2yXB+BXXB)
= -2y XdB+dBXXB+ B XXdp
= —2y'XdB+2B X Xdp

= (-2yX+2B'XX)dp,

de donde
B n lly-xgI>\, , 1... . .
dﬁ—(—202+ ACOD kad +—= (X -BXX)dp.
Luego
e 11, . o0 1, ,
ﬁz[p(y)(—p’xx)] =—(Xy-XxXxB),
y

02 n  lly—XBI?

dc?2 202 2(0?)?
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Igualando a cero las derivadas y denotando la solucion del sistema restante

por By 62 se obtiene

oL 1 .. .
O=ﬁ=ﬁ[Xy—XXﬁ]

>Xy-XXB=0
>XXB=Xy.
Ademas

0 28 n +||y—X'ﬁ||2
" do?2 252 2(62)2

o _ly-xBr
262 2(62)2
2(6%)%* 1 2
= 252 —;”J’—Xﬁ“

1 —~12
~2 _ — _
= G —n||y XB|".

Diferenciando nuevamente con respecto a 8 = (%) se tiene:
o
n -2)(6¥)3d?%c?
2= P taier + T2 LT, xpye

+(=1)(e?)*do?[(y — XB) X|dB

dO_Z B 1 ’ s
+3 0oy (720~ XBYXdB] + 5 (~dB X Xdp)
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nd*s* |ly — XBII* do? ,
= 2(02)? - (02)3 d%g? — ) ((y —XB) X)dﬂ

do? . 1 ..
_T)z(y — Xp) Xdp — pdﬁ X Xdp,

(o
[ n ly-xBI7 , , L] 20-xB)X | XX
= [2(0_2)2— (0_2)3 dco +d0' —W +dﬁ —? dﬂ
%2
De donde dada la simetria de PIEIE yw se tiene que
08 98
0’8 | d(0?)? do20p
0000~ | 0’2 0’8
\6[3602 opop
n_ lly-XxglI*> 200-XB)X
_ 2(0-2)2 (0-2)3 (0-2)2
2(y—XB)'X XX
(02)2 02

~

Evaluando en @ = (g) se tiene:
o

n ”y Xﬁ” n n n o
2(0"-'2)2 (0-2)3 2(0-2)2 (0-2)3< ||y XB” ) 2(52)2_ (&2)3 0-2

n n n

= 2(62)2 - (62)2 - 2(52)2

(V- XB) X = —— = (yX-BXX) =0.

2
- (62)? - (62)? 2)2

De donde
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n n

- 0 —— 0
%g | 2(62)>2 _ 2(62)2 “ 0
0000|. Xx | XX '
? 0 -2 0
o o

Como X € R"*P, r(X) = p, se tiene que (X X) = r(X) = p, asi X X € RP <P
es no singular, de donde X'X > 0, mas aun el sistema X X = Xy tiene solucién

Unica dada por

B=(XX)"Xy=x"y.

~

<0,8(B,0%y) (L(B,0%y)) tiene un maximo en § = (ﬁ )

g

a2

Dado que 2090 |5

Note que sélo es necesario encontrar a B, pues una vez hecho esto, 62 se

obtiene de inmediato.
Resumiendo:

TEOREMA C.1. Los estimadores de verosimilitud maxima de gy o2 son,

respectivamente:
~ , -1 _
B=(XX) Xy=Xy,

1 ~ 1 —_ — 1 . 1 . -,
62 =—|ly-xB|" =—(y—XB) (y - XB) = —y U - XX")y = —(yX — BX'y)
~ - xxpe.
n

Algunas de las propiedades de los estimadores maximo verosimiles son:
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TEOREMA C.2.

B~N, (B, az(x’x)_l).

By 62 son independientes (ver Apéndice A).

Mas aun, note que

= - a2 nE
E(B) = B y definiendo 62 = - Se tiene que

E(y-XX))y) o*(n—p) _ 2
n—p - n-p

E(6?) =

)

Escribiendo B = B, 0 = ( ) es un estimador insesgado de 8 = (32)

2 o

SN

Estimacién de formas lineales.

Considere el modelo lineal general de rango completo
y~N, (XB,0?%l,) (ver Apéndice B).

Es de interés estimar la forma lineal £ B8, donde £ € R? es un vector

constante. El estimador natural es £ 8y

TEOREMA C.3.Si 0 = (B2> entonces para todo 6,
o

75



Eo(¢B) =48
Cove(£B) = GZBI(X'X)_IP.

£p~N(€po2 (xX)e)
Como consecuencia, £ B es el estimador méaximo verosimil de £ B.

Adicionalmente note que dado 6 = (i) el estimador 8 = (i) ademas de
o o

ser insesgado, tiene las siguientes propiedades:

1)

2)

Suficiencia. El estimador 8 es suficiente, esto es, si una persona dispone de
0 y no dispone del vector y, puede hacer tan buenas inferencias como una
persona que dispone del vector y.

Completez. Si se tienen dos estimadores insesgados de una funcion

paramétrica G () y ambos estimadores son funciones de 8 = (i) entonces
o

los dos estimadores coinciden. Esto es, si T;(.) y T,(.) son los estimadores

insesgados de G(0)

Eg (ﬂ(ﬁﬁz)) = Eg (Tz(ﬁﬁz))

Para todo 0, entonces

T.(B,6?) = T,(B,6?)
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Prueba de una hipoétesis lineal.

Ahora veremos como efectuar pruebas de hipotesis acerca del parametro f.

La Unica restriccion es que tal hipotesis se exprese mediante condiciones lineales

sobre el parametro B. En forma precisa, las hipotesis a probar se expresan como

Vi.

Donde H € R7*P y h € RY los cuales son fijos y conocidos.

Ejemplo. Suponga que

Vi = Bo + B1X1; + B2Xi + Baxs; + &, i=12,..,n

Se desean probar las siguientes hipotesis

Po=0
Bo = b1 = P>
iii. By + By =2p;
- Br+ 282 = 3p5
B2 =583
Bo =15

En notacion matricial estas hipétesis se expresan como:

Bo
B

[1 0 0 olfgf=0
B3

H B =h
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Bo Bo
01 o ﬁiH] | P B
B3 Bs
Bo
0 1 1 -2] g; =0
Bs

En adelante se consideran hipétesis de la forma

HB=h

Donde

Hp = h, es un sistema de ecuaciones lineales consistente.

HeRI*P conr(H)=q <p,yheRI*L
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Una vez observado el vector y, se desea tomar una decision sobre aceptar o
rechazar la hipotesis. Lo mas intuitivo es rechazar la hipotesis HB = hsi HB — h es

grande. Desde luego un vector es grande si su norma lo es.

Recordando que

B~N, (B, aZ(X'X)"l).

Se tiene
HB — h~N, (HB - h,oH(XX) 'H).
Entonces
s ' P R T U
(HB-h) [H(x )?2 H| (HB-h) .,
Donde

1 , . =1 .11
2= —5(HB~h) [H(XX) H] (HB — h).

Ademas, recuerde que

Entonces

(HB - h) [H(xX)"H] " (HB-h)

W = g2q
(n —p)é2
(n—p)o?
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_ (#B-n) [H(xX)"'H]  (HB-h)

q62 ~lqn-pA-

Ahora observe que cuando HB = h, A = 0 y entonces W~F;, ,_,, (centrada)

como lo muestra la Figura 3.

Asi, se tiene la siguiente regla de decision: Rechace la hipétesis HB = h

cuando
W > Fy g (@).

Esto produce una prueba con nivel de significacion a.

Invariabilidad de la prueba de hip6tesis HB = h.
Para probar la hipétesis HB = h a un nivel de significacion a dado, se

procede como sigue:

Observacion: recuerde que el nivel de significacibn de una prueba de

hipotesis, es la probabilidad de rechazar la hipotesis cuando ésta es cierta.

Calcule

. (HB - h) [H(X'X)'lH']_1 (HB - h)
qé* '

Bajo la condicién de que HB = h,
W ~F,

qn-p:

Se acepta la hipotesis HB = hsiW < F, ,,_, (a).
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Fq,n—q (CZ)

Figura 3. Distribucion F ,,_, («)) para probar HB = h
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Se rechaza la hipdtesis HB = hsi W > F,,,_,, (a), en este caso se dice que

se acepta HB + h. Asi, este procedimiento produce una regla de decision que

selecciona cual de las hipotesis HB = h o HB + h debe aceptarse.

En este contexto, HB = h se llama hipétesis nula (pues establece que HB —
h = 0 vector nulo) y se denota por H,. Mientras que la hip6tesis HB # h se llama

hipotesis alternativa y se denota por H,.
La regla de decisidon anterior se refiere como una prueba de
Hy:HB =h versus H,:HP + h.

SiHB =hy H,B = h,; son dos sistemas de ecuaciones que establecen las
mismas condiciones sobre B, entonces los dos sistemas son equivalentes, por lo

tanto existe una matriz Q € R?* 7 invertible, tal que

QH=H;y Qh = h,. (*)

TEOREMA C.4. Suponga que H y H, son como antes si W y W, son
estadisticos obtenidos usando (H, h) y (H,, h,) respectivamente, entonces W = W;.
Demostracion. Veamos que existe @ tal que (*) se cumple, de
QH =H,
= QHH = H.H.

Ahora note que H € R?*?, r(H) = r(HH) = q, luego HH > 0, asi

Q=H,HHH)'=HHHH) =HHH H =H,H HH =H,H HH-
= HlH_.
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Ademas, note que como HB = h, entonces
Qh = HlH_h = HlB = hl'

Ahora

(BB -n) (A, (X'X)'lhrl')_1 (H.B - hy)
- = _

1

W (Q(H/? -n) [en(xx)"H Q] (eHB - h)>

qé6*

(HB-1) Q0™ (,(xx)'H,) " Q"Q(HB ~ )

qé6*

(HB-h) 1 (Hl(x'x)'lHl')_1 I(HB — h)
qé6* '

(HB —h) (Hl(XX)'lHl')_1 (HB - h)

qé6*

Intervalos de confianzay pruebas de hipoétesis.

Sea £ € RP se puede construir un intervalo de confianza para £ 8 como sigue
ep~N, (€8 aze'(x’x)‘le).
Luego

Ep—¢p
o€ (X' X)"1e

~N(0,1),
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Asi

EB-¢p
oJEXX) e EB—¢B _EB-£F

/(r;(—p)rf; WG Jear(ep)
o’(n—p

Sigue una distribucion t para todo 6, asi

T =

p-

Po=|[ITI < th pa/y] =1-«a

[ ]

=Py =||——| = tn—p,(a/2)|= 1-k

I — I
| /\ﬁa\r(t’ B) |
= Py = [f’fz — /ﬁr(e'ﬁ)tn_p,(a i <EB<EB+ /ﬁr(f'ﬁ)tn_p'(a /Z)l =1-a.

Concluyendo que el intervalo aleatorio

(‘Pﬁ— fv’a\r(t’ﬁ tn—p,(a/z)relﬁ-l' ’V’:Tr(t’ﬁ tn—p,(a/Z))-

Es un intervalo de confianza para € 8, con un nivel de confianza de 1 — a.
Observacion.

Note que var(£ ) = 62€' (X X) " ¢.

Ahora considere el problema de probar la hipétesis

Hy:€B=+¢, vs Hj: € B =4,.
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Procediendo como en la seccidn anterior se tiene:

1. Calcular

wo (EB-2) (£(xX)"0) (¢B-2)
162 ’

(£B-2)" _(£B-4)
FEXX O var(eB)

2. Se cumple H, siy s6lo si,

3.
W< Fl,n—p,a-

Pero recuerde que F; ,_p, o, = t,f_pl(a /2), €ntonces W < F, ,,_,, , €s equivalente

(£B~4)
T @p) S e ©

EB-¢p

— < tn—P,(a’/Z) 0
’ﬁr(t"ﬁ)
flﬁ - /V/a\r({ﬁ)tn—p.(a/Z) <t < (ﬁ + 1/\/’51‘([?)%_;;,(0(/2)-

Asi,

H, se acepta con un nivel de significancia «a, si y solo si £, pertenece al

intervalo de confianza de 100 (1 — a) para £ B.
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Prueba de la hip6tesis HB = h usando el método de larazén de
verosimilitud

Recuerde que
Q={(B,0>)|B € RP,c% > 0}.
Y denote
w={(B,6%)|c?>>0,HB = h}.
Denotando el espacio paramétrico reducido por la hipétesis ahora considere
L,(y) =max L(y,8,)y Lo(y,) = méax L(y, 8y).
Donde 6 € w y 08 € Q) respectivamente.

La razon de verosimilitud esta dada por:

L,
1) = EQ()’).

La siguiente prueba de Hy: HB = h 0 Hy: 8 € w es llamada prueba de la razon

de verosimilitud.
Se rechaza Hy: @ € w (Hy: HB = h) si A(y) < ¢ dado un nivel de significacion
En adelante considere que H € R?*P,r(H) = q, notando que

3 1 o 1
Lo(y) = [exp <—§ ly - XBQ||2/05>]Wexp(— n/2),
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JL
do?

Lo(y) =max L(y,0), 6€w={B,0%)|c>>0, HB=h},
Donde 0 € w.
Esto es equivalente a
max L(y, 0)
Sujeto a
HB = h.
Usando multiplicadores de Lagrange se tiene:
L(y,0) - A(HB - h)
(2ro?) ™2 exp (~ 5 ly — XBII) ~ A CHE ~ .

Derivando se obtiene

oL 1

3" 207 (—2Xy+2XXB)L(y,0) — H A.

n _n_ _n 1
= 2D e T exp (— o Iy - XBI7)
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+@no?)" /2exp(——||y— XBI7) [ Iy - XBI2)

= -3+ slly - XBIE| Ly )

3.
aL
— =—(HB — h).
3= ~(HB—h)
Sean B,,62 y 4 soluciones al sistema anterior luego de la derivada 1, se
tiene:

1. RO ~
F[Xy—xx;;w]L(y,ew)—H/1=0

w

o Xy_XXB GZH A
y— =
“ L(y.6,)
Defina
A= ——voor God )
L(y, co)
Por lo tanto

HA +XXB,=X

De la ecuacién 3. HB,, — h = 0 luego, estas dos condiciones (ecuaciones)

se pueden escribir como:

4.

i Q=)
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Note que L(y,8,,) > 0 luego por 2
[P IIPE I 3 |12
_E(Jm) +E(0-m) ”y_Xﬁm” =0
> |ly - XBo " =n(2) 64
., 1 ~ 112
=62 = E”y —XB.|".
Para resolver el sistema 4, recuerde que dada A4 no singular

41 = (X'X H')‘1
H 0

) ((XX)'1 +(xXX)'H [—H(X'X)'lH']_lH(XX)'1 ~(xX)"'H (—H(X'X)'lﬂ')1>

(-H(xx)"'H) H(xX)™ (-H(xx)"H)"
Por Io tanto
() =G )
Asi
Bo=Xx"X-(xX)"H [H(xX)"'H] HXy+(xX)"H (H(XX)"'H) h
x=(Hxx)"'H) Hxy- (H(xX)"'H) R
Si B = X"y se tiene

A= [H(X’X)'lbr']_1 (HBq — h)
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~

Bo=Bo— (XX)'HX.
Ahora
1 o 1 U
G =~ ly — XB.|| = H(yy -2y XB, + BXXB,).
Observe que
YXBo=yX|Bo— (XX) HXZ|=yXBo -y X(XX) HX =yXBo—BoH 1"y
B.XXB,= [VH(XX)" —Bo|Xx|(XX)H2 - By
= ZH(XX) HAX +Bo(XX)Bo— 2B,H A",
Por lo tanto
52 = %[y’y —2[yXBo— BoH 2| + ' H(XX) H 2" + Bo(X X)Bo — 2B H 1'|
= G2+ A H(XX) HAX + 2B H A" — 2B H A"
= GZ+AHXX) THX +0+0
= &2+ %A*'H(X'X)_lH'/l*
= &2+ % [HBo — h] [Iar(x'x)"ly']_1 H(XX)'H [H(X'X)_lH']_l [HB, — h]
= G4+ [HBo—n] (HXX)"'H) " [HBo ]

Usando la razon de verosimilitud generalizada, una funcion de A(y),

n—p\ (62— 52\ =[HB—h] (HXX)'H) " [HB—h] n -
v (1) () 2 ey

2 ~2
q 0g Oq q
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Donde B =X"yyé3 = % |y — X/A’”z

LB -n] (H(X'X)_lﬂ')_1 [HB — h] (n _ p)

|y - xB]’ q
n

_ [HB-1] (H(X'X)'lH')_1 [HB — h] (n _ p)
ly - xB|’ a
[HB - h] (H(X'X)'lH')_1 [HP — h]

|y - xB|’
Ty

De donde finalmente

. [HB - h] (H(X’X)'lH')_1 [HB — h]
qé*

)

con (n—p)é? = |y - Xﬁ”z, B=Xy.
Resumiendo

TEOREMA C.5. Bajo el modelo lineal general de rango completo y dada la

hip6tesis general:
Hy:HB =h versus H,HP # h,

Serechaza Hy siW = F, Donde

an—-p,q-

NCEDICCORINLED

w
q6?

, B=Xx"y, 62=|y-XB||'/n-p.
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APENDICE D

Secuencia para comparacioén de modelos en el software R

B I T T R T T T R T R R T

# Comparacion de modelos
# Tesina Arwell
# 2018

W R T T T R T T T

rm(list=Is(all=TRUE)) # Limpia la memoria

# library(MASS) s6lo incluirla una vez

library(MASS)

WP AR R R AR R

# Datos

WP AR R R R R

Y1<-¢(0.1,0,0.1,3.4,18.0,4.7,15,43,71.9,21.4,2.1,0.2)

Y1l

Y2 <-¢(0.2,0.1,0.1,2.0,7.9,7.0,15.8,41.2,75.7,6.4,3.1,0)

Y2

Y3 <-¢(0,0,0,0,0,0,0,0.6,1.3,0.1,0.2,0)

Y3
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T <-¢(13.7,14.7,16.5,19,21.3,21,19.6,19.3,18.8,17.2,15.9,14..4)

T

P <-¢(17,5.7,4.5,9.5,27.2,129.3,162.9,168,106.7,30.3,9.7,5.6)

P

Y <- cbind(Y1,Y2,Y3)

Y

X <- chind(rep(1,12),T,P,T*T,P*P, T*P, T*P*P)

X

R R R R R R B R R A R R R R R R R R R R

# Analisis de regresion maltiple

# A través de analisis de regresion multivariada

R HHH AR R AR AR R AR R R AR AR R R

MMReg=manova(Y~X)

MMReg

ct=c("Pillai", "Wilks", "Hotelling-Lawley", "Roy")

ct

MMRegl=summary(MMReg,test=ct[4])

MMReg1l
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SSE=MMReg1$SS$Residuals

SSE

SSReg=MMReg1$SS$X

SSReg

SSTotal=SSReg+SSE

SSTotal

Roy=eigen(ginv(SSE)%*%SSReQ)

Roy

# Anovas

Anovas=summary.aov(MMReq)

Anovas

# Coeficientes del modelo

BB=as.matrix((coefficients(MMReq)),7)

BB

# Valores predichos

pred=fitted(MMReg)

pred

# Residuales
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res=residuals(MMReg)

res

B R R R R R B R A R R R R R R R R R R R

# Medidas de asociacion

B R R R R R B R R A R R R R R R R R R R R

# Coeficientes de determinacion

R2=diag(SSReg/SSTotal)

R2

# Coeficientes de correlacion

r=sqrt(R2)

R HHH AR R AR AR R AR R R AR AR R R

# Prueba para la igualdad de modelos
# Ver Graybill (1976), Seccién 8.6.2
# Modelo completo, i.e., incluyendo b_{0}

HHHHHHHHH AR AR R AR R AR AR

H=3 # Numero de modelos a comparar

N=36 # 12x3, Numero de observaciones por el nimero de modelos
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p=7 # NUmero de parametros en el modelo

X1=cbind(rep(1,12),T,P,T*T,P*P, T*P, T*P*P)

X1

XtX=t(X1)%*%X1

XtX

XGX=X1%*%ginv(X1)

XGX

sumal=0

for(hin 1:H)

sumal=sumal + t(Y[,h])%*%XGX%*%Y][,h]

sumal

suma2=rep(0,7)

for(hin 1:H)

suma2=sumaz2 + t(X1)%*%Y/[,h]

suma?

suma3=t(suma2)%*%ginv(H*XtX)%*%suma?2

suma3

suma4=0
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for(h in 1:H)

sumad=suma4 + t(Y[,h])%*%Y[,h]

suma4

prodl=sumal-suma3/(sumad-sumal)

prodl

prod2=(N-H*p)/((H-1)*p)

prod2

W=prod1l*prod2 #

w

FO5=qf(0.95,(H-1)*p,N-H*p)

FO5

FO1=qf(0.99,(H-1)*p,N-H*p)

FO1

# pvalue =0

pvalue=1-pf(W,(H-1)*p,N-H*p)

pvalue

### Los modelos son diferentes

HHHHHHHAH AR AR AR AR R AR AR
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# Optimizacion de la superficie de respuesta

# Max Y1
# Max Y2
# Max Y3

B R R R R R B R R A R R R R R R R R R R R

# Note que la funcién para B[,1] debe ser maximizada,

# Por lo tanto, "supresp" es definida como la funcién (x,b){-()}, en otro caso

# (minimizacion), "supresp” la funcion es(x,b){}

B B R R R B R R R A B R R

lix1=min(T)

lix1

Isx1=max(T)

Isx1

lix2=min(P)

lix2

Isx2=max(P)

Isx2

IOP=rep(0,3) # Individual optima
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IOP

supresp=function(x,b){-
(b[]+b2I*X[1]+b[3]*X[2]+b[A*X[1]"2+b[S]*X[2] 2 +b[BI*X[1]*X[2]+ b 7I*X[LI*X[2]*x[2])}

# Max

supresp

HHHHHHEHH R R A R R R R

# Maximizando la variable Y1

HHHHRHEHH R AR R AR R AR

ORSY1=nIminb(c(0,0), supresp,b =BBJ,1], lower = c(lix1,lix2), upper = c(Isx1,Isx2))

ORSY1

CPY1=0ORSY1$par

CPY1

IOP[1]=-ORSY1%o0bjective

IOP[1]

RHHHH B HH R R AR R R R R

# Maximizando la variable Y2

RHHHHBHHH AR R AR R R R R R

ORSY2=nIminb(c(0, 0), supresp, b = BB[,2], lower = c(lix1,lix2), upper = c(Isx1,Isx2))

ORSY2
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CPY2=0ORSY2$par

CPY2

IOP[2]=-ORSY2%o0bjective

IOP[2]

B B R R B R R R A R R R R

# Maximizando la variable Y3

B R B R R R R B R R R R R R R R R

ORSY3=nIminb(c(0, 0), supresp, b = BB[,3], lower = c(lix1,lix2), upper = c(Isx1,Isx2))

ORSY3

CPY3=0ORSY3$par

CPY3

IOP[3]=-ORSY3%objective

IOP[3]
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